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AVERTISSEMENT. 


L'Académie  des  Sciences  a  décidé  la  publication  des  OEuvres 
de  Cauchy  et  l'a  confiée  aux  Membres  de  la  Section  de  Géométrie. 
Cette  publication  comprendra,  dans  une  première  Série,  les  Mé- 
moires extraits  des  Recueils  de  l'Académie,  et,  dans  une  seconde 
Série,  les  Mémoires  publiés  dans  diverses  collections,  les  iJecons 
de  l'Ecole  Polytechnique,  l'Analyse  algébrique,  les  anciens  et 
les  nouveaux  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique, 
enfin  les  Mémoires  séparés. 

Pour  répondre  à  un  désir  souvent  exprimé,  l'Académie  a  voulu 
publier  immédiatement,  à  la  suite  du  présent  Volume,  les  articles 
insérés  dans  les  Comptes  rendus  de  i83(î  à  1867,  que  leur  dis- 
persion rend  si  difficiles  à  retrouver,  et  dont  la  réunion  fera 
comme  une  œuvre  nouvelle  où  revivra  le  génie  du  grand  (iéo- 
mètre  et  qui  ajoutei'a  encore  à  l'éclat  de  son  nom.  Leur  repro- 
duction sera  faite  en  suivant  l'ordre  chronologique,  sans  notes 
ni  commentaires,  mais  après  avoir  été  revue  avec  le  plus  grand 
soin,  pour  les  corrections  indispensables,  par  les  Membres  de  la 
Section  de  Géométrie,  auxquels  ont  été  adjoints  MM.  Valson  et 
Collet.  Nos  collaborateurs  se  sont  consacrés  à  cette  ,tâche  difli- 
cile  avec  un  zèle  et  un  dévouement  qui  leur  mériteront  la  recon- 
naissance des  géomètres. 

En    entreprenant    la    publication    des   travaux    de  Cauchy, 


VI  AVERTISSEMENT. 

r  Académie  n'a  pas  été  guidée  seulement  par  le  désir  de  faire  une 
œuvre  utile  à  la  Science;  elle  a  pensé  rendre,  à  l'un  de  ses  plus 
illustres  Membres,  un  hommage  qui  témoignerait  mieux  que  tout 
monument  funèbre  de  son  respect  pour  sa  mémoire. 

Poiu'  réaliser  ses  intentions,  elle  a  rencontré  dans  M.  Gauthier- 
Villars  un  concours  généreux  et  désintéressé  que  nous  portons 
à  la  connaissance  des  amis  de  la  Science,  en  publiant  les  lettres 
qui  suivent. 


«   A  Monsieur  le  Président  de  l* Académie  des  Sciences, 


»  Paris,  21  mars  1877. 

»  Monsieur  le  Président, 

»  T^a  Section  de  Géométrie  a  bien  voulu  me  signaler  l'impor- 
»  tance  que  présente  pour  la  Science  et  la  gloire  du  pays  la 
»  publication  des  OEuvres  complètes  de  Cauchy  :  aussi  je  n'hé- 
»  site  pas  à  entreprendre  ce  grand  travail,  et  je  demande  seii- 
»  lement  que  l'Académie  consente  à  en  prendre  la  direction 
»   scientifique. 

»  Le  format  et  la  disposition  typographique  seront  les  mêmes 
»  (jue  pour  les  volumes  déjà  parus  de  Fresnel,  Lavoisier, 
))  Lagrange;  les  Œuvres  de  Cauchy 'viendront  ainsi  prendre 
;)   place  dans  la  collection  qui  réunit  les  travaux  de  ces  savants 

«  • 

•  »  immortels. 

»  Veuillez  agréer,  Monsieur  le  Président,  l'expression  de  mon 
w  profond  respect. 

»  Gauthier-Villars.   » 


AVERTISSEMENT.  vu 


«   A  Monsieur  Gauthier- F illar s. 


«  Paris,  lo  juillet  1877 

»  L'Académie  sait,  Monsieur,  tout  ce  qu'on  doit  attendre  de 
w  votre  zèle  et  des  connaissances  approfondies  que  vous  ave/. 
»  acquises  dans  votre  art. 

»  Les  belles  publications  que  \a  Science  doit  à  vos  soins  et 
M  qui  vous  ont  acquis,  dans  le  monde  savant,  un  renom  si 
»  justement  mérité,  lui  sont  un  sûr  garant  que  l'exécution  des 
)>  Œuvres  de  Cauchy,  que  vous  désirez  entreprendre,  ne  le 
»  cédera  en  rien  à  celles  de  Laplace  et  Lagrange,  que  vous  ave/ 
i>   su  mener  à  bien. 

»  L'Académie  accepte  donc,  Monsieur,  avec  le  plus  vif 
»  empressement,  de  prendre  la  direction  scientifique  de  cette 
»  importante  et  difficile  publication,  et  elle  nous  charge  de  vous 
»  exprimer  sa  profonde  reconnaissance  pour  le  désintéressement 
»  que  vous  avez  montré  dans  cette  circonstance. 

j)  Veuillez  agréer,  Monsieur,  l'assurance  de  notre  considéra- 
»   tion  la  plus  distinguée. 

»   Les'  Secrétaires  perpétuels, 

»  Dumas, 

»   Bertrand.    » 
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Nosse  quot  lonii  Déniant  ad  liitora  fiuciut^ 
VitG..  Georg.,  Ilb.  II.  v.  106. 

Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre  est  celui-ci  : 

Une  masse  fluide  pesante 9  primitivement  en  repos ^  et  d'une  profondeur 
indéfinie  y  a  été  mise  en  mouvement  par  l'effet  d'une  cause  donnée.  On 
demande,  au  bout  d'un  temps  déterminé ,  la  forme  de  la  surface  eœté- 
rièure  du  fluide  et  la  vitesse  de  chacune  des  molécules  situées  à  cette 
même  surface. 

Pour  plus  de  généralité,  je  déterminerai  à  chaque  instant  non-seule- 
ment l'état  de  la  surface,  mais  aussi  celui  de  toute  la  masse  fluide. 


(*)  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l* Académie  royale  des  Sciences  de  rinstitul 
de  France  et  imprimés  par  son  ordre.  Sciences  mathématiques  et  physiques.  Tome  I. 
Imprimé  par  autorisation  du  Roi  à  Tlmprimerie  royale;  1827. 


6  MÉMOIRE 

Comme  tout,  dans  ce  problème,  dépend  de  la  cause  à  laquelle  est  dû  le 
mouvement  du  fluide,  il  faut  commencer  par  fixer  les  idées  sur  cet 
objet.  Cette  cause  peut  être,  ou  Taction  d'une  partie  de  la  masse  fluide 
qui,  soulevée  ou  déprimée  dans  Torigine  par  une  force  quelconque,  a 
été  ensuite  abandonnée  à  elle-même,  ou  l'action  de  forces  impulsives  (*) 
primitivement  appliquées  à  la  surface.  On  peut  même  supposer  les 
deux  causes  réunies,  afin  de  donner  à  la  question  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible.  Lorsque  la  première  cause  existe  seule,  les 
vitesses  initiales  des  molécules  fluides  sont  nulles.  Mais,  lorsque  la 
seconde  agit  sans  la  première,  ou  se  joint  avec  elle,  les  molécules 
acquièrent  dès  le  premier  instant  des  vitesses  sensibles  ;  en  sorte  que, 
dans  le  cas  le  plus  général ,  c'est  déjà  un  problème  à  résoudre  que  de 
déterminer  l'état  initial  du  fluide.  Au  reste ,  comme  cet  état  dépend 
absolument  des  causes  qui  produisent  le  mouvement  du  fluide,  et  que 
ces  causes  peuvent  varier  d'un  point  à  l'autre  suivant  une  infinité  de 
lois  fort  diflerentes,  on  ne  peut  évidemment  obtenir  rien  de  général  à 
cet  égard ,  si  ce  n'est  pour  les  parties  du  fluide  situées  hors  de  l'in- 
fluence immédiate  des  causes  que  l'on  considère. 

Quant  à  l'état  du  fluide  au  bout  d'un  temps  déterminé ,  il  sera  lui- 
même  très-irrégulier  dans  les  diflerents  points  de  la  masse  fluide  primi- 
tivement soumis  à  l'influence  immédiate  des  causes  qui  ont  produit  le 
mouvement.  Mais,  si  l'on  s'éloigne  de  ces  mêmes  points  à  des  distances 
de  plus  en  plus  grandes,  on  verra  le  mouvement  devenir  de  plus  en 
plus  régulier.  La  distance  à  laquelle  cette  régularité  deviendra  sensible 
sera  d'autant  moins  considérable  que  la  portion  de  surface  immédiate- 
ment soumise  à  l'influence  des  causes  motrices  était  moins  étendue  et 

• 

que  ces  causes  elles-mêmes  étaient  moins  actives.  Par  suite,  les  lois  du 
mouvement  seront  très-régulières  à  une  distance  finie,  si  les  causes 
motrices  avaient  peu  d'intensité  et  n'embrassaient  originairement  dans 
leur  action  qu'une  très-petite  étendue  de  la  masse  fluide.  De  ces  re- 
marques nous  pouvons  conclure  qu'il  sera  fort  utile  de  considérer  erf 

(•)  fVr  la  Note  XIV. 
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particulier  le  cas  où  la  hauteur  des  oncles  et  les  vitesses  initiales  des 
molécules  fluides  sont  très-petites.  La  détermination  des  lois  relatives 
à  cette  hypothèse  est  en  effet  le  point  le  plus  essentiel  de  la  théorie 
que  nous  avons  k  établir.  C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  du  son,  on 
s'attache  particulièrement  à  déterminer  les  lois  du  mouvement  relatives 
au  cas  où  les  vitesses  des  molécules  d'air  sont  supposées  très-petites. 

L'état  de  la  question  étant  suffisamment  établi  par  ce  qui  précède, 
je  vais  maintenant  la  résoudre.  Pour  plus  de  commodité,  je  diviserai  la 
solution,  c'est-à-dire  le  Mémoire  qui  la  renferme,  en  trois  Parties. 

Dans  la  première  Partie,  je  ferai  voir  comment,  lorsqu'on  connaît  à 
l'origine  la  forme  de  la  surface  extérieure  et  les  forces  qui  agissent  sur 
elle,  on  peut  en  déduire  les  équations  qui  expriment  l'état  initial  du 
fluide. 

Je  donnerai  dans  la  seconde  les  équations  qui  déterminent,  à  une 
époque  quelconque  du  mouvement,  l'état  de  la  masse  fluide  et  celui  d(» 
sa  surface. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie,  j'établirai  les  lois  générales  qui  ré- 
sultent des  formules  données  dans  la  seconde,  et  je  déterminerai  les 
valeurs  numériques  des  constantes  qui  entrent  dans  l'expression  de  ces 
lois. 

Pour  plus  de  facilité,  je  renverrai  a  la  fin  du  Mémoire,  dans  les 
Notes  séparées  (*),  les  démonstrations  de  diverses  formules  analytiques 
que  j'ai  fait  servir  à  la  solution  du  problème. 


(*)  Les  treize  premières  Notes  sont  celles  qui  faisaient  partie  du  Mémoire  couronné;  Ic^ 
suivantes,  marquées  chacune  d'un  astérisque,  ont  été  ajoutées  depuis,  comme  il  est  dit  dans 
l'Avertissement. 


HEMOIRE 


PREMIÈRE  PARTIE 


l>E  LETAT  INITIAL. 


SECTION  PREMIÈRE. 

flF>    tQilMlOSS    OtI    DETEBMINE^T    l'eTAT    IMTIAL    DE    LA    MASSE    FLCIDE. 

1.  <^nsidéroris  un  fluide  pesant*  homogène*  d'une  densité  constante 
('t  d'une  profondeur  indéfinie,  et  supposons  que*  ayant  été  primitive- 
ment  en  repos* 'il  commence  à  se  mouvoir  à  partir  d'un  instant  déter- 
miné que  je  prendrai  pour  origine  des  temps.  Les  causes  qui  déter- 
minent ce  mouvement  peuvent  être*  comme  on  Ta  déjà  remarqué*  de 
deux  espèces*  savoir  :  i^  l'action  d'une  partie  de  la  masse  fluide  qui* 
après  avoir  été  soulevée  ou  déprimée  par  une  force  quelconque*  a  été 
ensuite  abandonnée  à  elle-même;  2^  l'action  de  forces  impulsives  pri- 
mitivement appliquées  à  la  surface  extérieure.  Si  la  première  cause 
agit  isolément*  les  vitesses  initiales  seront  nulles;  mais*  si  la  seconde 
cause  se  joint  à  la  première*  les  diverses  molécules  de  fluide  acquer- 
ront, dès  le  premier  instant,  des  vitesses  sensibles*  et  ces  vitesses  satis- 
feront* dans  toute  l'étendue  de  la  masse  fluide*  à  certaines  équations 
de  condition  qu'il  s'agit  d'établir.  On  y  parvient  à  l'aide  des  considéra- 
tions suivantes. 

2.  Lorsqu'on  applique  aux  diflérents  points  de  la  surface  d'un  fluide 
des  pressions  et  des  impulsions  données*  les  impulsions,  ainsi  que  les 
pressions*  se  transmettent  en  partie  aux  diverses  molécules  dont  le 
fluide  se  compose;  en  sorte  que  chaque  molécule*  considérée  comme 
nn  parallélépipède  rectangle*  éprouve  sur  ses  six  faces  des  pressions  et 
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des  impulsions  déterminées.  Ces  pressions  et  ces  impulsions  peuvent 
être  variables  d'un  point  à  l'autre.  Mais,  en  vertu  de  la  propriété  ca- 
ractéristique des  fluides,  elles  sont  pour  chaque  point  égales  dans  tous 
les  sens.  Cela  posé,  rapportons  les  positions  des  molécules  du  fluide  à 
trois  plans  rectangulaires  entre  eux,  ayant  pour  intersections  respec- 
tives les  axes  horizontaux  des  x  et  z,  et  l'axe  vertical  des  y.  Désignons 
par  m  une  de  ces  molécules,  par  ^  sa  densité,  par  a,  6,  c  les  coordon- 
nées d'un  de  ses  sommets  dans  le  premier  instant,  et  par  a-hda, 
b-^-db,  c -h  de  les  coordonnées  du  sommet  opposé,  que  nous  suppose- 
rons être  le  plus  éloigné  de  l'origine.  Les  trois  dimensions  de  la  molé- 
cule étant  alors  respectivement  égales  à 

da^  db,  de  y 

son  volume  sera  dadbdc^  et  sa  masse  aura  pour  mesure  le  produit 

i  da  db  de. 

Soient,  en  outre,  iio»  ^o»  ^o  les  vitesses  initiales  de  la  molécule  dans 
le  sens  des  coordonnées,  et  q^  l'impulsion  qui,  à  l'origine  du  mouve- 
ment, se  fait  sentir  également  dans  toutes  les  directions  au  point  de  la 
masse  fluide  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  c,  cette  impulsion  étant 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  ainsi  que  cela  se  pratique  relativement 
aux  pressions.  La  molécule  m  éprouvera  sur  ses  six  faces  des  impul- 
sions qui,  prises  deux  à  deux,  seront  dirigées  en  sens  contraires,  et 
dont  les  différences  respectives,  rapportées  à  l'unité  de  surface,  seront 

_^rf«,     _^rfft,     -^rfc. 
da  db  de 

De  plus,  comme  les  faces  de  la  molécule  perpendiculaires  aux  axes  des 
X,  y  et  z  ont  respectivement  pour  mesures  les  produits 

dbde,    dade,    dadby 

les  différences  des  impulsions  que  supportent,  à  raison  de  leur  étendue, 
les  faces  opposées,  seront  évidemment 

^t^ldadbde,     -^dadbdc,     -^dadbdc. 
da  db  de 

QEu^es  deC-  S.  U  t-  !•  ^ 
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D'ailleurs  ces  différences  d'impulsions  doivent  nécessairement  faire* 
équilibre  aux  quantités  de  mouvement  qui  résultent  des  vitesses  i/o , 
^0»  M^o  acquises  parla  molécule,  prises  en  signe  contraire;  car  il  sufïi- 
rait  de  lui  imprimer  ces  vitesses  dans  des  directions  opposées  à  celles 
qu'elles  ont  effectivement  pour  qu'elle  restât  en  repos;  et,  comme  les 
quantités  de  mouvement  dues  à  ces  vitesses,  considérées  dans  leurs 
propres  directions,  sont  respectivement  égales  aux  produits  de  Wq»  <'o» 
(Vi,  par  la  masse  ^i  da  db  de  de  la  molécule,  c'est-à-dire  à 

S  Uo  da  dbdCf     S  l'o  da  db'dc ,     àw^da  db  de, 

si  on  les  égale  aux  différences  trouvées,  afin  de  satisfaire  à  la  condition 
énoncée,  on  aura  les  équations 

ôa  db  ôc 

3.  Ces  équations  cesseraient  d'être  exactes  si,  à  l'origine  du  mouve- 
ment, une  cause  quelconque  agissait,  non  pas  sur  les  faces,  mais  sur 
la  masse  même  de  la  molécule  que  l'on  considère,  de  manière  à  impri- 
mer directement  à  cette  masse  une  vitesse  déterminée.  Mais  cette  cause 
n'aurait  évidemment  d'autre  effet  que  d'ajouter  aux  valeurs  de  Mq,  To, 
Wq  tirées  des  équations  (i)  les  composantes  de  la  vitesse  en  question, 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  Si  donc  on  désigne  par 

t>,  ^*^  ^ 

ces  trois  composantes,  les  valeurs  de  Wo»  ^o»  ^o  relatives  à  la  nouvelle 
hypothèse  qu'on  vient  de  faire  seront  respectivement 

0   ôa  0   ôo  0    oc 

Ces  dernières  équations,  qu'on  peut  aussi  présenter  sous  la  forme  sui- 
vante : 

sont  applicables  k  la  théorie  d'un  fluide  entraîné  par  le  mouvement  d'un 
corps  solide  sur  lequel  il  repose,  par  exemple,  à  l'état  initial  de  la  mer 
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que  la  Terre,  supposée  d'abord  immobile  et  mise  ensuite  en  mouve- 
ment autour  de  son  centre,  emporterait  avec  elle  dans  l'espace.  Mais, 
lorsque  l'on  considère  un  fluide  libre,  on  ne  voit  aucun  moyen  d'im- 
primer directement  à  ses  molécules,  et  indépendamment  des  impul- 
sions que  sa  surface  peut  éprouver,  des  vitesses  instantanées.  En 
conséquence,  nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre 

ce  qui  réduira  les  équations  (2)  aux  équations  (i). 

4.  Comme  nous  considérons  un  fluide  homogène  et  d'égale  densité, 
^  est  une  quantité  constante.  Dans  cette  hypothèse,  on  déduit  facile- 
ment des  équations  (i)  les  trois  suivantes  : 

(3) 


ÔUn 

àv(^ 

duo        âwn 

àvo        ôiVo 

db 

àa 

de          ôa  ' 

ôc         ôb 

Toutefois,  il  est  bon  de  remarquer  que  ces  équations  de  condition 
n'auraient  plus  généralement  lieu  si  la  densité  variait  d'un  point  à 
l'autre  de  la  masse  fluide.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  les 
équations  (3)  expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  quantité 

Uq  da  -h  vodb  -h  Wq  de 

soit  une  diflererltielle  complète  relativement  aux  trois  variables  indé- 
pendantes a,  b,  c. 

5.  Il  est  encore  une  équation  de  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  vitesses 

Wo,    ^0,    «Vo. 

En  effet,  puisque  la  densité  du  fluide  est  invariable  par  hypothèse, 
non-seulement  d'un  point  à  l'autre,  mais  encore  avec  le  temps,  chaque 
molécule,  ne  pouvant  changer  de  masse,  doit  conserver  le  même  vo- 
lume pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Cela  posé,  concevons  que 
le  sommet  de  la  molécule  /w,  auquel  appartenaient,  dans  le  premier 

instant,  les  trois  coordonnées  a,  b,  c,  se  trouve,  au  bout  du  temps  /, 

1, 
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« 

transporté  en  un  point  dont  les  coordonnées  soient  j?,  y^  z.  Les  trois 
arêtes  de  la  molécule  qui  aboutissaient  au  sommet  dont  il  s'agit  «  et 
qui,  dans  l'origine,  se  trouvaient  parallèles  aux  trois  axes  des  coordon- 
nées, auront  alors  cessé  de  l'être,  et  les  projections  de  ces  mêmes 
arêtes  sur  les  axes  dont  il  s'agit,  projections  qui  dans  l'origine  étaient 
respectivement  égales , 

pour  la  première  arête,  à. . .     da^     o ,      o , 

pour  la  seconde ,  à o,      c/6,     o, 

pour  la  troisième,  à o,       o,     de  y 

seront  alors  devenues 

dx  uY  Ô"^ 

pour  la  première  arête ...     y-  rfa ,     T'^^*    T"  ^^  » 

pour  la  seconde ^  db^     -^  db^     -^r  db, 

«         ...  àx  j        dy  j        dz  j 

pour  la  troisième -r-  de,     ^  «^>     J~ 

Il  est  aisé  d'en  conclure  {voir  la  Note  I)  que  le  volume  de  la  molécule, 
qui  était  primitivement  égal  à 

dàdbdCf 

sera  devenu,  au  bout  du  temps  /, 


^dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  ôz      dx  dy  dz\   .    ,.   , 
da  de      db  de  da      de  db  da      de  da  dbj  ' 


dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx^dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz 
ôa  db  de      da  de  db      db 


et,  comme  ces  deux  volumes  doivent  être  équivalents,  on  aura,  par  suite, 

f ..     dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz       dx  dy  dz  

^   '     da  db  de       da  de  db      db  da  de       db  de  da      de  db  da      de  da  db 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  usage  de  la  notation  adoptée  par 
M.  Gauchy  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  symétriques  [*)^  l'équa- 


(*)  Le  Mémoire  dont  il  est  ici  question  a  été  imprimé  en  partie  dans  le  XVII'  Cahier  du 
Journal  de  PÊcole  Polytechnique.  Si,  en  citant  ce  Mémoire,  je  me  suis  nommé  à  la  troisième 
personne ,  c'est  que  je  devais  garder  Tanonyme. 
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tion  (4)  prendra  la  forme  suivante  : 

le  signe  S  étant  relatif  à  la  permutation  des  trois  lettres  a,  h,  c. 
Lorsqu'on  suppose  /  =  o,  on  a  évidemment 

et,  par  suite,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  se  réduit  à  l'unité, 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 

Pour  introduire  dans  l'équation  (5)  les  vitesses  Mq»  ^o»  ^o  à  la  place 
des  coordonnées  variables  x,y,  z,  il  suffit  d'observer  qu'on  a,  pour  de 
très-petites  valeurs  de  /, 

En  substituant  ces  valeurs  de  x,y,  z  dans  l'équation  (5),  et  négligeant 
les  puissances  de  /  supérieures  à  la  première,  on  trouve  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  se  réduit  à 


\da 


dvo        diVo 


et,  par  suite,  l'équation  elle-même,  à 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  vitesses  initiales  pour 
que  chaque  molécule  conserve,  dans  le  second  instant  du  mouvement, 
le  même  volume  qu'elle  avait  à  l'origine.  C'est  en  cela  que  consiste  ce 
qu'on  appelle  V incompressibilité  du  fluide. 

6.  Si  dans  l'équation  (6)  on  substitue  à  la  place  des  vitesses  Uq,  Vq,  ^^^^ 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  on  trouvera 

^^>  da»   ^  db'   ^   de»  ~ 

Réciproquement,  on  pourrait  déduire  l'équation  (G)  de  l'équation  (7), 
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en  substituant  dans  cette  dernière,  à  la  place  de 

Ê3l     ^Sl     ^-^ 

da        àb        de 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i). 

7.  Les  équations  (3)  et  (6)  sont  les  seules  auxquelles  les  vitesses 
doivent  satisfaire  pour  que  le  mouvement  initial  puisse  être  censé  ré- 
sulter d'impulsions  appliquées  dans  le  premier  instant  à  la  surface  du 
fluide.  La  considération  même  de  la  surface,  ainsi  qu'on  le  verra  dans 
la  Section  suivante,  ne  fournit  à  cet  égard  aucune  condition  nou- 
velle. Cela  posé,  concevons  que  dans  un  instant  déterminé,  au  bout  du 
temps  t  par  exemple,  on  trouve  le  fluide  déjà  mis  en  mouvement  par 
une  cause  quelconque,  et  soient,  à  cette  époque,  w,  i^,  w  les  vitesses  de 
la  molécule  qui  a  pour  coordonnées  a?,  j,  z.  Si  les  expressions  des  vi- 
tesses en  x^  y  ei  z  satisfont  aux  équations  (3)  et  (6),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  si  l'on  a 

(fi) 


du 

dr 

dv 
dx 

&u 

dz  ' 

dw 

"  dx  ' 

dv 
'dz~ 

dw 

du 
dx 

dv 
dy 

dw 
-^dz 

—  O, 

\9j 

on  pourra,  sans  craindre  d'altérer  les  équations  du  mouvement,  suppo- 
ser ces  mêmes  vitesses  produites  à  l'instant  même  par  l'action  de 
forces  impulsives  appliquées  à  la  surface  du  fluide.  Au  reste,  il  sera 
facile  de  déterminer,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  l'impulsion, 
non-seulement  à  la  surface,  mais  encore  dans  toute  l'étendue  de  la 
masse  fluide,  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Puisque  les  vitesses  w,  v,  w  satisfont  aux  équations  (8),  elles  sont 
nécessairement  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  de  ^,  y,  z, 
et,  si  l'on  désigne  cette  fonction  par  ^,  on  aura 

,  .  ds  ds  ds 

f  I  o  )  «  =z  -~-  ,        i»  =  —- ,        «I  =   -       . 

'  dx  dy  dz 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  q  l'impulsion  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  X,  y,  5,  les  seules  équations  auxquelles  la  valeur  générale 
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(le  q  devra  satisfaire  seront  les  suivantes  : 

,     ,  \  dq  \  dq  \  dq 

^     '  à  dx  6  dy  à  dz 

Nous  ne  parlons  pas  de  Téquation 

\  ^^9       <^^?       ^^?  _ 

qui  est  une  suite  nécessaire  des  équations  (9)  et  (i  i).  Cela  posé,  puisque 
les  valeurs  de  a,  r,  iv  vérifient  les  formules  (10),  il  suftira  évidemment, 
pour  satisfaire  aux  équations  (11),  de  supposer 

(i3)  q  =  —is. 

Mais  on  y  satisfera  également  si  Ton  fait 

(l4)  5=  — d5-h/f, 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi,  l'on  pourra  non-seulement  ré- 
soudre, mais  résoudre  même  d'une  infinité  de  manières,  la  question 
proposée,  et  les  diverses  solutions  différeront  uniquement  Tune  de 
l'autre  par  cette  seule  circonstance  que,  dans  tous  les  points  de  la  masse 
fluide  à  la  fois,  l'impulsion  se  trouvera  augmentée  ou  diminuée  d'une 
quantité  constante. 

La  remarque  précédente  sur  la  faculté  qu'on  a  d'ajouter  a  l'impulsion 
une  constante  arbitraire,  sans  altérer  le  mouvement,  étant  applicable  ii 
l'état  initial,  ainsi  qu'à  tout  autre,  il  en  résulte  que  le  mouvement 
initial  lui-même  pourrait  être  attribué,  soit  aux  impulsions  qui  ont  été 
primitivement  appliquées  à  la  surface  du  fluide,  soit  aux  mêmes  impul- 
sions augmentées  d'une  quantité  constante. 

Résumé.  —  En  réunissant  les  formules  (i)  et  (7),  on  a 

l  à^,       d^       d^ 
da^         ôb^  ôc-'   ""    ' 

I  dqa 

^  1  dqo 

I  àqo 
0   Oc 
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Si  l'on  fait  abstraction  d'une  des  trois  dimensions  du  fluide,  par 
exemple  de  celle  qui  correspond  à  la  coordonnée  c^  les  trois  quantités 
7of  <^o»  ^'o  seront  indépendantes  dec;  la  vitesse  i^o  sera  constamment 
nulle  et  les  trois  premières  équations  (i5)  se  réduiront  simplement  à 


(i6) 


•4- 

dé»     ° 

«0  = 

—  _ 

•  dq, 
S  da' 

Vo  = 

—  _ 

■  dq, 
*    il.  * 

Les  formules  (i5)  ou  (i6),  selon  que  Ton  considère  ou  trois  dimen- 
sions ou  deux  seulement t  sont  les  seules  qui,  sans  renfermer  la  va- 
riable /,  soient  communes  à  toutes  les  molécules  de  la  masse  fluide. 
Elles  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  complètement  Tétat  initial  de 
cette  masse,  mais  elles  peuvent  servir  à  déduire  cet  état  de  Fétat  initial 
de  la  surface  extérieure.  C'est  pourquoi,  avant  de  procéder  à  l'intégra, 
tion  des  équations  (i5)  et  (i6),  nous  allons  rechercher  celles  qui  con- 
viennent en  particulier  aux  molécules  situées  à  la  surface  du  fluide  que 
l'on  considère. 


SECTION  DEUXIÈME. 

DES   ÉQUATIONS    QUI   DÉTERMINENT   l'ÉTAT    INITIAL   DE   LA    SURFACE. 

1.  Lorsque  l'on  considère  les  molécules  situées  a  la  surface  du 
fluide,  les  trois  variables  a,  h,  c  ne  sont  plus  indépendantes  entre  elles; 
mais  l'une  d'elles,  b  par  exemple,  devient  fonction  des  deux  autres  a 
et  c.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  b  dans  les  expressions  générales 
des  vitesses  et  de  l'impulsion 

«0>   ^0«  M'o»  qnf 

celles-ci  deviendront  également  de  simples  fonctions  de  a  et  dec;  et, 
si  l'on  désigne  par 

Uo,  Vo,  Wo,  Qo 
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ces  mêmes  fonctions,  Uo,  Vo,  W©  représenteront  les  vitesses  initiales 
correspondantes  au  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont  a 
et  c,  et  Qo  l'impulsion  primitive  que  cette  surface  a  reçue  suivant  la 
normale  au  point  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
aura»  pour  toutes  les  molécules  situées  à  la  surface  du  fluide, 

<)Qo        àq^       àqfs  àb 

,     ,  ,    da         ôa        ôb  da 

(17)  { 

dQo       dqo       àqo  àb 


de  de         db  de 

'  Les  mêmes  relations  subsisteront  aussi  entre  les  difl^érences  partielles 
des  quantités  U©  et  «»»  Vq  et  v^,  W©  et  w^. 

2.  Parmi  les  cinq  quantités 

6,  Uo,  Vo,  Wo,  Qo, 

considérées  comme  fonctions  de  a  et  de  c,  il  y  en  a  deux  qui  doivent 

être  immédiatement  déterminées  par  la  nature  même  de  la  question. 

Ce  sont  les  quantités 

b    et    Qo . 

En  effet,  pour  que  l'état  initial  de  la  surface  du  fluide  soit  complète- 
ment déterminé,  il  faut  que  l'on  connaisse  à  l'origine  du  mouvement  : 
I**  la  forme  de  cette  surface;  tP  la  valeur  de  l'impulsion  en  chaque 
point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  fonctions  des  variables  a  et  c 
qui  représentent  :  i*'  l'ordonnée  6,  2**  l'impulsion  Q©.  Si  l'on  désigne  par 

F(a,  c),    ^{a,  c) 

les  fonctions  dont  il  s'agit,  les  deux  premières  équations  relatives  à  la 
surface  du  fluide  seront 

(  b   =z  Fia,  c), 
(18)  /  '    ^' 

(  Qo  =  ^(tf,  c). 

3.  Supposons  maintenant  que  la  surface  initiale  du  fluide  difl^ëre 
peu  d'une  surface  plane;  les  quantités 


db      d6 
ôa       de 


Œuvres  de  C.  —  S.  I,  1. 1. 
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seront  fort  petites.  Si  Ton  suppose»  en  outre,  que  les  impulsions  primi- 
tivement appliquées  aux  différents  points  de  la  surface  soient  elles- 
niémes  peu  considérables»  les  valeurs  des  quantités 

Qo  >    L  0  9    Vo  9    Wo  » 

qo,    Uoy   Vo9    Wo 

seront  aussi  trës-faibles;  et,  en  considérant  ces  diverses  quantités 
comme  très-petites  du  premier  ordre,  on  pourra  négliger  dans  les  équa- 
tions (17)  les  termes  du  second  ordre 

ôqn  db       dqo  àb 
00   da        Où  de 

ce  qui  réduit  ces  mêmes  équations  à 

'  ^^  da    "^  Ou'       de    ■"  Oc  ' 

Par  conséquent,  si  Ton  se  borne  a  considérer  les  molécules  situées  à  la 
surface  du  fluide,  on  pourra,  dans  la  seconde  et  la  quatrième  des 
équations  (i5),  remplacer  y^  par  Qo;  et,  comme  on  a  dans  cette  hypo- 
thèse 

la  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (i5)  deviendront 

<  30}  < 

Bésumé.  —  En  réunissant  les  formules  (18)  et  (30),  on  a 

'     b=¥[a,c], 

Qo  =.T(a,  c), 


/  l    Uo    — 5  — 7 — ' 


1\  . 

i    Oa 


0    Oc 


De  ces  quatre  formules,  les  deux  dernières  ne  subsistent  que  dans 
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rbypothëse  où  Ton  considère  les  coefficients  différentiels  des  fonctions 
¥{a,  c)^  §{a^  c)  comme  des  quantités  très-petites. 

II  resterait  à  déterminer  la  valeur  de  V©.  Mais  on  ne  peut  la  trouver 
qu'après  avoir  fixé  d'abord  la  valeur  générale  de  v^  ;  et,  pour  y  parve- 
nir, il  faut  commencer  par  intégrer  la  première  des  équations  (i5). 
('/est  [Tourquoi  nous  renvoyons  la  détermination  de  Vo  à  la  Section  sui- 
vante. 

Si  l'on  se  borne  à  considérer  deux  dimensions  dans  le  fluide,  b, 
Oo»  Uo  deviendront  constantes  relativement  à  c,  la  vitesse  Wo  sera  nulle, 
et  les  trois  premières  équations  (21)  prendront  la  forme  suivante  : 


SECTION  TROISIÈME. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  OBTENUES  DANS  LES  SECTIONS  PRÉCÉDENTES. 

1 .  L'état  initial  du  fluide  et  celui  de  sa  surface  se  trouvent  complè- 
tement déterminés  par  les  équations  (i5)  et  les  deux  premières  équa- 
tions (21).  Mais  il  reste  à  déduire  de  ces  mêmes  équations  les  valeurs 
des  inconnues  du  problème,  c'est-à-dire,  à  donner  les  expressions  géné- 
rales de 

qHy    «0,    fOf    «Vo 

en  a,  6,  r,  et  celles  de 

Uo  9  Vo ,  Wo 

en  a  et  c.  Cette  dernière  partie  de  la  solution  est  tout  entière  du  do- 
maine de  l'Analyse  et  fournit  une  application  remarquable  du  Calcul 
intégral  aux  différences  partielles. 
Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  dorénavant  que  le  plan  des  x  ei  z 

3. 
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se  confond  avec  le  niveau  des  parties  du  fluide  situées  hors  de  Tin- 
fluence  immédiate  des  causes  motrices,  c'est-à-dire,  avec  le  plan  qui 
termine  les  parties  de  sa  surface  dont  le  niveau  n'a  point  été  altéré,  et  je 
compterai  les  ordonnées  positives  au-dessus  de  ce  plan  et  les  ordonnées 
négatives  au-dessous.  Cela  posé,  si  l'on  veut  considérer  le  cas  où  les 
causes  motrices  ont  peu  d'intensité  et  agissent  sur  une  portictn  peu 
étendue  de  la  masse  fluide,  l'ordonnée  b  de  la  surface  et  l'impulsion  Qo 
n'auront  de  valeurs  sensibles  qu'entre  des  limites  très-resserrées  des 
variables  a  et  c,  et  leurs  valeurs  entre  ces  mêmes  limites  resteront 
toujours  très-petites.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cas  dont  il  s'agit  est  celui 
que  nous  avons  particulièrement  en  vue. 

2.  Pour  plus  de  simplicité,  je  ferai  d'abord  abstraction  d'une  des 
trois  dimensions  du  fluide.  Alors  les  équations  (i5)  et  (21)  feront  place 
aux  équations  (16)  et  (22),  et  la  question  se  trouvera  réduite  à  déter- 
miner, au  moyen  des  formules 

/        b    =F(«), 

Qo  =  -:?(a), 

(.3)  \    '-'  '^'   ""'' 

0  ôa 

1  dqa 

les  valeurs  générales  de  q^,  Uq,  ç^o»  ^0  ^n  ^  et  6,  et  celles  de  Uo,  Vo 
en  a  seulement.  Quant  à  l'ordonnée  b  de  la  surface  et  à  l'impulsion  Q©, 
elles  se  trouvent  immédiatement  déterminées  par  les  deux  premières 
équations  (23).  De  plus,  pour  obtenir  les  vitesses  U©,  Vo  relatives  aux 
divers  points  de  la  surface,  il  suffira  évidemment  de  remplacer,  dans 
les  expressions  générales  des  vitesses  w©  ^^^o*  ^  par  F(a).  Toute  la  diffi- 
culté consistera  donc  à  déterminer  les  valeurs  de 

en  a  et  6.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 
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3.  La  troisième  des  équations  (aS)  [voir  la  Note  IX)  a  pour  inté- 
grale générale 

(^4)     Ço=^/    f     cosa/ne*'»/(m)rf/n -h\    /     cosame-^"^fi[m)dm, 

chaque  signe  1  indiquant,  pour  abréger»  la  somme  faite  de  l'intégrale 
renfermée  sous  ce  signe,  et  de  celle  qu'on  peut  en  déduire,  en  substi- 
tuant sinam  à  cosam  et  changeant  de  fonction  arbitraire.  Quant  aux 
limites  des  intégrales,  elles  sont  respectivement /w  =  o,  m  =  ao.  Cela 
posé,  la  condition  évidente  que  l'impulsion  q^  ne  devienne  point  infinie 
à  de  très-grandes  profondeurs,  c'est-à-dire,  pour  des  valeurs  infinies  et 
négatives  de  6,  fait  disparaître  immédiatement  le  second  terme  de  cette 
valeur  et  réduit,  en  conséquence,  l'équation  (24)  à 

(^5)  qQ=i\    I     cosame*'"/(/n)rfm. 

Les  valeurs  correspondantes  de  u^  et  de  ç^o»  données  par  les  deux  der- 
nières équations  (aS),  sont  respectivement 

«0=      ^/    /     sin a/ne*'^/( m) m c?m, 

vq:=i—j\    j     cosame^"^ f{m)mdm. 

On  doit  toutefois  observer  que,  dans  la  première  équation  (26),  il  faut, 
pour  obtenir  la  seconde  des  deux  intégrales  que  le  signe  1  indique, 
remplacer  sinom  par  —  cosa/72,  et  non  pas  seulement  par  cosam.  C'est 
une  attention  qu'il  faudra  toujours  avoir  dorénavant  lorsque  le  signe  2, 
placé  devant  une  intégrale  définie,  sera  relatif  à  un  sinus  et  non  à  un 
cosinus. 
Si,  dans  les  équations  (aS)  et  (26),  on  suppose 

les  quantités  q^^  Mq,  v^  deviendront  respectivement  égales  à  Qo  =  #(a), 
Uo,  Yq.  Si,  de  plus,  on  considère  l'ordonnée  de  la  surface  b  =  ¥{a)  et 
l'impulsion  Q^  =  ^(a)  comme  des  quantités  très- petites  du  premier 
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ordre,  on  aura,  aux  quantités  près  de  cet  ordre. 


^bm  -^  , . 


et,  par  suite,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre,  on  réduira  les 
valeurs  de  Qq,  U©,  V©,  tirées  des  équations  (aS)  et  (a6),  à 

(^7)  Qo=i:N    /     cosam/(m)rf/n, 

Uo—      J/    I     sïnamf{m]mdmf 

/Vo  =  — ^>    /     cosamf(m)mdm. 
^"  «^  0 

% 

On  conclut  de  la  formule  (27) 

(^9)  \    /     cosamf(m)dm:=é{a). 


-.8) 


Cette  dernière  équation  suffit  pour  déterminer  entièrement  la  valeur  de 
la  fonction /(m),  ou,  pour  mieux  dire,  les  formes  des  deux  fonctions 
arbitraires  que  le  signe  1  indique  [voir  la  Note  VIII).  Ces  fonctions  étant 
une  fois  déterminées,  les  équations  (aS),  {a6)  et  (28)  suffiront  pour 
établir  d'une  manière  complète  l'état  initial  du  fluide  que  l'on  consi- 
dère. 

On  peut  remarquer  que  la  première  des  formules  (28),  comparée 
avec  l'équation  (27),  donne 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  troisième  des  équations  (22) 
(Section  II). 

4.  Si,  dans  la  valeur  de  q^  donnée  par  l'équation  (25),  on  introduit 
la  fonction  J  à  la  place  de/,  en  ayant  égard  à  l'équation  {29),  on  trou- 
vera [voir  la  Note  XI) 
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li  est  facile  de  s^assurer,  a  posteriori,  que  cette  dernière  valeur  de  </„ 
satisfait  à  la  troisième  des  équations  (23).  Car,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

« 

on  aura  évidemment 

d^B      «j«B_ 

et,  par  suite, 

La  même  valeur  de  Ço  sera  rigoureusement  exacte  si  l'on  suppose  le 
fluide  de  niveau  a  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire, 

F{a)  =  o. 

» 

Alors,  en  effet,  pour  obtenir  la  valeur  de^o  relative  à  la  surface,  il 
suffira  de  faire,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3i), 

et,  comme  dans  cette  hypothèse  l'intégrale 


f^(-)67 


H-  (GJ  —  aj* 

se  réduit  {voir  la  Note  XI)  à 
on  en  conclura 

» 

ce  qui  est  parfaitement  d'accord  avec  la  seconde  des  équations  (23). 

Lorsque  l'ordonnée  initiale  de  la  surface  n'est  pas  rigoureusemenl 
nulle,  mais  seulement  très-petite,  alors  l'équation  (3i)  donne  seule- 
ment la  valeur  approchée  de  Çof  aux  quantités  près  du  second  ordre. 

5.  Supposons  maintenant  que  l'impulsion  Qo,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  fonction  J{a)  qui  la  représente,  n'ait  de  valeur  sensible 
qu'entre  des  limites  très-resserrées  de  a  et  pour  des  valeurs  de  cette 


^\  MÉMOIRE 

variable  très-peu  différentes  de  zéro.  Faisons  de  plus,  entre  ces  mêmes 
limites, 

L'intégrale  renfermée  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3i)  n'ayant 
elle-même  de  valeur  sensible  qu'entre  ces  limites,  on  pourra  y  supposer, 
à  très-peu  près. 


b-^ -i- {fs  —  a)^       b'^-ha^' 

et  l'on  aura,  par  suite, 


/^»5^ 


dm  _       H 


excepté  dans  le  cas  où  {b^-^a^f  serait  une  quantité  très-petite  et  du 
même  ordre  que  les  limites  en  question,  c'est-à-dire,  où  le  point  que 
l'on  considère  dans  la  masse  fluide  serait  peu  éloigné  de  l'origine  des 
coordonnées.  Ainsi,  pour  tous  les  points  situés  à  une  distance  sensible 
de  cette  origine,  la  valeur  de  q^  deviendra 

(..s  H    (-6) 

(33)  5o=-        -        - 


n  b'^-ha'^ 

Les  valeurs  correspondantes  des  vitesses  u^ ,  r©  seront 

(H    M-b) 

^  ^^  ^  H     a^-b^ 

^0  —  — 5 


Enfin,  s'il  s'agit  des  points  situés  à  la  surface  du  fluide,  on  aura 
^0  =  Qo  »  "o  =  Uo  »  ♦'o  =  Vo  ;  et,  l'ordonnée  b  devenant  alors  une  quan- 
tité très-petite,  les  équations  (33)  et  (34)  se  réduiront  sensiblement  a 

l35)  Qo  =  o,    Uo^^o,    Vo  =  ^^- 

La  première  de  ces  trois  équations  est  une  suite  nécessaire  de  l'hypo- 
thèse que  nous  avons  admise,  et  en  vertu  de  laquelle  la  valeur  de  Qo 
devient  insensible  pour  des  valeurs  de  a  tant  soit  peu  considérables. 
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Quant  à  la  seconde  des  équations  (35),  savoir  Uo  =  o,  elle  se  déduit 
immédiatement  de  la  première  a  l'aide  de  la  formule  (3o), 

Je  discuterai 9  dans  la  troisième  Partie  de  ce  Mémoire,  les  diverses 
formules  que  je  viens  d'obtenir.  Je  passe  maintenant  au  cas  où  l'on 
considère  à  la  fois  les  trois  dimensions  de  la  masse  fluide. 

6.  En  restituant  au  fluide  ses  trois  dimensions,  on  a,  pour  déter- 
miner l'état  initial  ou  les  valeurs  de 


les  formules 


(36) 


ÇOf     Uoy     VOf     iVo, 

6,  Qo,  Uo,  Vo,  Wo, 

b    =:¥[a,  c), 
Qo  =  ^[a,  c), 


da^         db'^ 


«0  —  —  t: 


=  0, 


1  dqo 

\  d   de 

Les  deux  premières  équations  déterminent  immédiatement  l'ordonnée  6 
relative  à  la  surface  et  l'impulsion  Q©.  Quant  aux  valeurs  de  Uq,  Vq,  Wq, 
il  suffit  évidemment,  pour  les  obtenir,  de  remplacer  dans  celles  de 
"o>  ^0»  «^0  l'ordonnée  b  par  F(a,  c).  Enfin,  les  trois  dernières  équa- 
tions (36)  font  connaître  les  valeurs  générales  de  i/o»  i'o»  ^o  lorsqu'on 
a  celle  de  q^.  Ainsi,  toute  la  question  se  réduit  à  trouver  l'expression 
générale  de  l'impulsion  ^q.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 

7.  La  troisième  des  équations  (35)  a  pour  intégrale- générale  [voit* 
la  Note  IX) 


9o 


(37) 


=\    /      /     cosamcoscne^('^*-^''*y*f{myn]dmdn 


4-\    /      /     cosûmcosc/ie-*('»""^«'>^/i(/n,  wjrfmrf/i, 

Œuvres  de  C.  —  S.  1, 1. 1. 
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chaque  signe  2  indiquant»  pour  abréger,  la  somme  faite  de  l'intégrale 
qu'il  renferme  et  des  trois  qu'on  peut  en  déduire  en  substituant  succes- 
sivement au  produit 


cosamcos  en 

les  suivants 

cos am  sinon, 

sinamcosc/iy 

sln  am  sincn. 


et  changeant  à  chaque  fois  de  fonction  arbitraire.  La  condition  évi- 
dente que  la  valeur  de  q^  ne  devienne  point  infmie  à  de  très-grandes 
profondeurs,  c'est-à-dire,  pour  des  valeurs  infinies  et  négatives  de  b, 
réduit  cette  même  valeur  à 

(38)  ^^—ZjI     I    cosamcoso/ic*('«'+'»')Y('^» '^l^''»^'*- 


Les  valeurs  correspondantes  de  Wo»  ^o»  ^o  sont  respectivement 
wo  =      l\.f      f     sin  a/n  cos  en  e*f '«•■»■«*>"/(  m,  n)  m  rfmrf/i. 


,'3g)  1^0  =^—  ^2j  I     f     cosflmcoscnc*('w'-^«*^*/(/n,  n][m^^n^f  dmdn. 


Wo  =      Jzl      I     ^^sa/n  sincnc*f'«"-^'»*^'/(in,  n]ndmdn^ 

les  quantités  sina/n  et  sincn  devant  être,  dans  les  développements  que 
le  signe  2  laisse  à  effectuer,  remplacées  par  —  cosa/w  et  —  cosc/i, 
tandis  que  cosa/n  et  cosc/i  doivent  être  remplacés  simplement  par 
sina/71  et  sinc/z. 

Si,  dans  les  équations  (38)  et  (Sg),  on  suppose 

b  =  ¥[a,  c), 

les  quantités  q^,  i/^,  v^^  w^  deviendront  respectivement  égales  à  Qo,  U©, 
Vo,  Wo;  et  si,  de  plus,  on  considère  l'ordonnée  b  =  F(a,  c)  et  l'impul- 
sion Qo  =  ef  (a,  c)  comme  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre, 
on  aura,  aux  quantités  près  de  cet  ordre. 
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Par  suite,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre,  on  réduira  les  va- 
leurs de  Qo»  Uo,  Vo,  Wo  tirées  des  équations  (38)  et  (39)  à 

(4o)        Qo  =>    /      /     cosam cos en f [m,  n) dm dn. 


Uo  =      t\    /      1      slnamcoscnflm,  n)mdmdnf 


(40      \^«~""Â/    /      /     cosamcosc/i/(m,  »)  (m^-h  n^j'rf/nrf/i, 


0    «^0 


Wo=      3  X    /      /     ^^sam  s'in en f{my  n]ndmdn. 


On  conclut  de  l'équation  (4o) 


[f\i]  /    /      /     <^osamcoscnf{mf  n)dmdn  =  i(a,  c). 


Cette  dernière  formule  suffit  pour  déterminer  entièrement  la  valeur  de 
/{m,  /i),  ou,  pour  mieux  dire,  celles  des  quatre  fonctions  arbitraires 
que  renferme  implicitement  le  signe  1  {voir  la  Note  VIII).  Ces  quatre 
fonctions  étant  une  fois  déterminées,  les  équations  (38),  (39)  et  (40 
suffiront  pour  établir  d'une  manière  complète  l'état  initial  du  fluide 
que  l'on  considère. 

On  peut  remarquer  que  la  première  et  la  dernière  des  équations  (40* 
comparées  à  l'équation  (4o),  donnent 


(43) 


i    ôa 


ce  qui  s'accorde  avec  les  deux  dernières  équations  (21)  (Section  II). 

8.  Si  l'on  se  sert  de  l'équation  (42)  pour  introduire  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (38)  la  fonction  5^  à  la  place  de/,  la  valeur  géné- 
rale de  Çq  prendra  la  forme  suivante  (t>otr  la  Note  XI) 


[b^ -^  (fs  -  a)»  +  (p  -  c)*Y 


4 
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II  est  aisé  de  s'assurer»  a  posteriori^  que  cette  valeur  de  q^  vérifie  la 
troisième  des  équations  (36);  car,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


B=: 


1> 


on  trouvera 

d^B       d^B       d^B 


ôa'^        db^        ôc^ 

et,  par  suite, 

La  même  valeur  de  Ço  sera  rigoureusement  exacte  si  Ton  suppose  le 
fluide  de  niveau  à  Torigine  du  mouvement,  et,  par  suite, 

F(a,  c)  =zo. 

Alors,  en  effet,  pour  obtenir  la  valeur  de  q^  relsXiye  à  la  surface,  il 
suffira  de  faire  dans  le  second  membre  de  l'équation  (44) 

et  comme,  dans  cette  hypothèse,  l'intégrale 


(—  h)  dm  dp 


[62-f-{cj-a)^-h(p-c)î»]» 
se  réduit  [voir  là  Note  XI)  a 

on  en  conclura 

Qoiir  J(a,  c). 

Lorsque  la  forme  initiale  de  la  surface  n'est  pas  rigoureusement  plane, 
mais  seulement  peu  différente  d'un  plan,  l'équation  (44)  donne  seule- 
ment la  valeur  approchée  de  q^,  aux  quantités  près  du  second  ordre. 

« 

9.  Supposons  maintenant  que  l'impulsion  Q^,  ou,  ce  qui  revient  au 
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même,  la  fonction  ^(a,  c)  qui  la  représente,  n'ait  de  valeur  sensible 
qu'entre  des  limites  très-resserrées  de  a  et  de  c,  et  pour  des  valeurs  de 
ces  variables  peu  différentes  de  zéro.  Faisons,  de  plus,  entre  ces  mêmes 
limites, 

(45)  C  Ç.i[in,p)diDdp  =  E. 

L'intégrale  renfermée  dans  le  second  membre  de  l'équation  (44)  n'ayant 
elle-même  de  valeur  qu'entre  les  limites  dont  il  s'agit,  on  pourra  sup- 
poser dans  cette  intégrale 


[6^  -f-  {©  -  a)2  -h  (p  —  c)^Y       (a*-»  -h  62 -+-  &^]* 


et  l'on  aura,  par  suite,  à  très-peu  près, 


// 


^(        ^  dis  dp  H 

J(ra,  p) î—  — 


[^2  -4-  (c  -  û)2  -H  (p  -  cy^y     («2  -h  62  -H  c^-y 


à  moins  toutefois  que  {a^ -^  b^ -^  c^y^  ne  soit  une  quantité  très-petite 
et  de  même  ordre  que  les  limites  en  question^  c'est-a-dire  à  moins  que 
l'on  ne  considère  dans  la  masse  fluide  un  point  très-peu  éloigné  de 
l'origine  des  coordonnées.  Ainsi,  pour  tous  les  points  situés  à  une  dis- 
tance sensible  de  cette  origine,  la  valeur  de  q^  deviendra 

.  fn\                                                H            {—h] 
(46)  ^^=7Z  î- 

Les  valeurs  correspondantes  des  vitesses  u^^  v^,  w^  seront 

H         3a{-b) 

Mo  = ;   ^ ■ 5> 

»"°(a^  +  6.  +  c>)* 
H     a»-f-c2  — ai» 

(4:)  '^"^^à 4' 

H         3c{—b) 
«'0= — ^  ^ — j- 
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KnfiHt  s'il  est  question  des  points  situés  à  la  surface  du  fluide,  on  aura 

et,  Pordonnée  b  devenant  alors  trës-petite,  les  équations  (46)  et  (47)  se 
réduiront  sensiblement  à 

H  t 

48)  QorziO,      Uo=0,       Vo=  ^   â»       Wo^rzO. 

17:0    f     ^  ,7 

L'équation  Qo  =  <>  est  une  suite  nécessaire  de  Thypothëse  qu*on  a  faite, 
et  en  vertu  de  laquelle  la  valeur  de  Q,,  devait  être  insensible  à  des  dis- 
tances finies  de  l'origine  des  coordonnées.  Quant  aux  deux  équations 
r^  — o,  \V^  =  o,  elles  se  déduisent  immédiatement  de  l'équation 
Q,,  =  o  par  le  moyen  des  formules  (43). 

Il  est  bon  d'observer  que  la  valeur  de  H  déterminée  par  l'équa- 
tion (45)  reste  la  même,  soit  qu'on  pfenne  l'intégrale 

1   /  ^{^f  p)dfndp 

entre  les  limites  de  u  et  de  p,  en  dedans  desquelles  la  fonction  J(a,  p) 
conserve  une  valeur  sensible,  soit  qu'on  étende  la  même  intégrale  à 
toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  deux  variables  u  et  p.  On  peut 
donc  supposer,  dans  l'équation  (4^),  les  intégrations  faites  entre  les 
limites  —  00  et  4-  ao  de  chaque  variable.  La  même  remarque  s'ap- 
plique à  l'équation  (32)  du  n^  5. 

Je  réser\erai  pour  la  troisième  Partie  du  Mémoire  la  discussion  des 
formules  que  nous  venons  de  trouver.  Je  me  bornerai  pour  l'instant  à 
réunir  les  plus  remarquables  dans  un  seul  tableau. 

Itésumé.  —  Supposons  que  la  surface  initiale  du  fluide  difl*ëre  peu 
d'une  surface  plane,  et  que  les  impulsions  appliquées  aux  différents 
points  de  cette  surface,  étant  nulles  à  une  distance  sensible  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  acquièrent  seulement  près  de  cette  origine  de 
très-petites  valeurs.  Alors,  pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide  et 
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de  la  surface  situés  a  une  distance  sensible  de  Torigine  des  coordon- 
nées» Tétat  initial  sera  déterminé  par  les  formules  suivantes. 

i"  Si  Ton  se  borne  à  considérer  deux  dimensions  dans  le  fluide,  en 
désignant  par  ^(a)  la  valeur  de  l'impulsion  à  la  surface  pour  le  point 
dont  Tabscisse  est  égale  à  a,  et  faisant»  pour  abréger, 


(49) 


E=  r^{Ts)diny 


on  aura 


qo=  :- 


H    (-6) 


(5o) 


Wo=  -^ 


^0  = 


71 

a^-i- 

65  ' 

H 

2a(- 

-b) 

rô 

(a»4- 

1 

H 

a«- 

-6» 

Q.= 


Uo  = 


o 


o 


7:0  [a'^-k-b^y^ 


Vo  =  -. 


H    1^ 


2^  Si  Ton  considère  à  la  fois  les  trois  dimensions  du  fluide,  en  dési- 
gnant par  ^{a,  c)  la  valeur  de  l'impulsion  reçue  par  la  surface  dans  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  c,  et  faisant,  pour  abréger, 


(5i) 
on  aura 


H=  /       /     ^(w,  p)rfro</p, 


go  = 


(-b) 


«0  = 


H  . 

H  3fl(-6] 


^nà 


{5a) 


Vo 


H     flrî» -h  c2  —  a  ^2 


«'o 


H  3c{-b) 


Qo  - 


Lo  = 


V«  = 


o 


o 


'ÀT,0 


[a^ -{- b^ -h  c^)^ 


Wc 


H 


ino 


o. 


[a'^-^-c^Y 


Quant  à  l'ordonnée  b  relative  a  la  surface,  sa  valeur  F(a)  dans  Iv 
cas  de  deux  dimensions,  ou  F(a,  c)  dans  le  cas  de  trois,  se  trouve  im- 
médiatement  déterminée  par  la  nature  même  de  la  question,  et  si,  dans 
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le  premier  instant,  le  niveau  naturel  du  fluide  n'est  altéré  que  sur  une 

très-petite  étendue  de  surface  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  on 

aura,  pour  des  points  de  la  surface  situés  à  une  distance  sensible  de 

l'origine, 

6  =  0. 

Au  reste,  pour  que  les  équations  (5o)  et  (52)  subsistent,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  cette  dernière  condition  soit  remplie.  II  suffit  que  tous 
les  points  de  la  surface  initiale  soient  élevés  ou  abaissés  d'une  quantité 
très-petite  au-dessus  ou  au-dessous  de  son  niveau  moyen. 
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SECONDE  PARTIE. 


SUR  L'ÉTAT  DU   FLUIDE  A   UNE  ÉPOQUE  QUELCONQUE 

DU  MOUVEMENT. 


SECTION  PREMIÈRE. 

DES  ÉQUATIONS  QUI  SUBSISTENT  A  CHAQUE  LNSTANT  DU  MOUVEMENT 
POUR  TOUS  LES   POINTS  DE  LA  MASSE  FLUIDE. 

1 .  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  la  Section  I  de  la  pre- 
mière Partie;  et,  pour  que  Ton  puisse  fixer  d'une  manière  précise  l'état 
du  fluide  au  bout  du  temps  /  compté  à  partir  de  l'origine  du  mouve- 
ment, soient,  a  cette  époque,  x^  j,  z  les  nouvelles  coordonnées  de  la 
molécule  m,  toujours  rapportées  aux  mêmes  axes  rectangulaires,  et  w, 
.  r,  w  ses  vitesses  parallèles  aux  trois  axes  dont  il  s'agit.  Si  l'on  suppose 
/  =  o,  on  aura 

Mais,  si  l'on  donne  à  /  une  valeur  différente  de  zéro,  les  équations  (i) 
ne  seront  plus  exactes,  et  les  six  quantités 

X,  y,  z,  «,  V,  w 

pourront  être  des  fonctions  quelconques  des  quatre  variables  indépen- 
dantes 

«,  by  r,   /. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  connaître  les  relations  qu'établissent  entre' 
ces  mêmes  fonctions  les  données  du  problème.  C'est  ce  dont  nous  allons 
nous  occuper. 

OKuvres  deC.~  S.l,  i.l,  5 
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2.  L/invjue  nous  avons  eu  â  déterminer  rétal  initial  de  la  masse 
fluide,  il  a  suffi  d*avoir  égard  aux  forces  de  la  nature  de  celles  qui 
a^is<Nent  ifKstantanément  sur  les  mobiles.  Cest  pourquoi,  dans  Texamen 
qu*il  a  fallu  faire  des  forces  qui  agissaient  sur  la  molécule  m  prise  au 
liasard  dans  cette  masse,  pour  arriver  au]f  équations  '2  I**  Partie  , 
nous  nous  s^immes  borné  à  considérer  :  i*  les  impulsions  que  la  molé- 
cule m  éprouvait  sur  toutes  ses  faces;  2*  les  vitesses  qui  avaient  pu 
lui  être  imprimées;  3^  les  vitesses  acquises  par  elle  dans  le  premier 
instant  du  mouvement;  et  nous  avons  fait  abstraction  des  pressions  et 
de  toutes  les  forces  dont  Faction  instantanée  ne  produit  sur  les  mobiles 
qu'une  simple  tendance  au  mouvement.  Mais,  lorsqu'au  lieu  de  recher- 
cher les  équations  qui  expriment  Tétat  initial  de  la  masse  fluide  on  se 
propose  d'établir  le  changement  d'état  que  cette  masse  éprouve  d*un 
instant  à  l'autre,  alors  c'est  uniquement  à  la  dernière  espèce  de  forces 
qu'il  est  nécessaire  d'avoir  égard.  Dans  ce  dernier  cas,  comme  dans 
l'autre,  on  devra  distinguer  trois  forces  difierentes  relativement  à  une 
molécule  fluide  m,  et  pour  établir  les  équations  du  mouvement  il 
faudra  considérer  :  i^  les  pressions  que  cette  molécule  éprouve  sur 
toutes  ses  faces  à  un  instant  déterminé;  2®  les  forces  accélératrices  qui 
lui  sont  imprimées  dans  l'instant  dont  il  s'agit;  3^  les  forces  accéléra- 
trices acquises  par  la  molécule  dans  le  même  instant.  Cela  posé,  soient, 
au  bout  du  temps  /,  p  la  pression  relative  à  l'unité  de  surface  pour  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  x,  yei  z,  ^»  7f  ^  les  forces  accéléra- 
trices imprimées  à  la  molécule  m  dans  le  sens  des  coordonnées,  et  X, 
Y,  Z  le»  forces  accélératrices  acquises  par  cette  même  molécule.  Dési- 
gnons toujours  par  i  la  densité  du  fluide,  et  supposons  pour  un  mo- 
ment que  les  forces  accélératrices  et  la  pression  soient  exprimées  en 
fonction  de  x,  7,  z  et  de  /.  Comme  tout  ce  qu'on  démontre  à  l'égard 
des  forces  accélératrices  qui  agissent  instantanément  sur  les  mobiles 
est  également  applicable  à  celles  qui  produisent  une  simple  tendance 
au  mouvement,  les  relations  établies  par  les  équations  (2)  (I'*  Partie) 
entre  les  sept  quantités 

g;  v^f  '<>,  ^,  M«,  vo,  iVo, 
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considérées  comme  fonctions  des  coordonnées  initiales  a,  6,  c,  auront 
également  lieu  entre  les  quantités 

p,  5C.,  ?T,  2,,  X,  Y,  Z, 

considérées  comme  fonctions  de  a:,  y,  s.  Par  suite,  en  prenant  x,  j,  s 
et  /  pour  variables  indépendantes,  on  aura 

* 

D'ailleurs,  les  vitesses  de  la  molécule  m  au  bout  du  temps  /  dans  le  sens 
des  coordonnées  étant  désignées  par  u,  i^,  w,  si  l'on  considère  ces 
mêmes  vitesses  comme  des  fonctions  de  x^  y^  z  et  /,  et  que  Ton  fasse 
croître  t  d'une  quantité  très-petite  0,  Xy  y^  z  deviendront  respective- 
ment 

x-\-u^y  /-hvO,  z-hwd, 

et,  par  suite,  les  accroissements  des  vitesses  divisés  par  6,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  forces  accélératrices  acquises  par  la  molécule 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées  seront  respectivement 

du  du         du  du ^ 

dt  dx         dy  dz^     * 

,ox  .  dv  dv  dv  dv      _. 

dw         div        dw  dw      „ 

dt  dx         dy  dz 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z  dans  les  équa- 
tions (2),  on  aura 


(du  du  du  du         \  ^ 


dx 


,,.  I  [dv  dv  dv  dv       ^\^       dp 

dw         diV         dw  dw      ^  \ .       dp 


(dw         dw         dw  dw      ^  \ . 

\  dt  dx  dy  dz  j 


5. 
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Ces  dernières  formules  coïncident  avec  celles  que  M.  Lagrange  a  obte- 
nues par  une  autre  méthode  dans  la  seconde  Partie  de  la  Mécanique 
analytique  [\^  édition,  p.  453), 

Si  Ton  prend  a,  i,  c  et  /  pour  variables  indépendantes,  au  lieu  de  x^ 
X,  z  et  /,  les  forces  accélératrices  acquises  par  la  molécule  seront  don- 
nées immédiatement  par  les  équations 

(^^  ^--dt^'    ^-W^'    ^-âTï* 

D'ailleurs,  si  dans  la  valeur  de  p  en  x^  y^  z  et  t  on  considère  x^  yeiz 
comme  fonctions  de  a,  b,  c,  /,  on  aura 


(6) 


da 

dp  dx  dp  dy  ^  dp  dz 
dx  da       dr  da       dz  da 

àp 
db 

_  dp  dx  ^  dp  dx  ,  dp  dz 
dx  db        dy  db        dz  db 

àp. 

de 

dp  dx  ^  dp  dy  ^  dp  dz 
dx  de        dy  de        dz  de 

Supposons  maintenant  que  dans  ces  dernières  formules  on  substitue 

pour^»  g^»  ^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2),  et  que  l'on 
^  d^x    d^v    d^ z 

remplace  en  même  temps  X,  Y,  Z  par  -t-^9  ^-^>  ^-^j  on  trouvera 
/   \      ) /d^x      ^\dx      fd^r      ^\dr      fd^z      ^\  dz       i  dp 

(^  _  v\  ^  +  (^  _  n\  ^  +  /É!f  _  »,\  «^5.  +  i.  «^Z»  -  o 
\^F     ^')  dF  ^\dt^     ^)dc^  \dt»     *j  de  +  d  3?  - "• 

Telle  est  la  forme  que  prennent  les  équations  (2)  lorsque  l'on  consi- 
dère a,  6,  c,  /  comme  variables  indépendantes.  Dans  le  même  cas,  les 
vitesses  de  la  molécule  m  dans  le  sens  des  coordonnées  sont  respective- 
ment déterminées  par  les  équations 

*  « 

/ov  àx  dy  dz 
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3.  Il  est  encore  une  condition  qui  doit  être  remplie  dans  tous  les 
instants  pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide,  lorsqu'on  suppose  la 
densité  constante.  Cette  condition  consiste  dans  Tinvariabilité  de  vo- 
lume que  doit  conserver  chaque  molécule  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  Nous  avons,  dans  la  première  Partie  du  Mémoire,  déduit 
de  cette  considération  deux  formules  difTérentes.  La  première,  savoir 

[l^  Partie,  équation  (5)],  est  immédiatement  applicable  à  toutes  les 
époques  du  mouvement  et  suppose  que  Ton  prenne. a,  i,  c,  /  pour 
variables  indépendantes.  La  seconde,  savoir  l'équation  (6)  (P  Partie), 
se  rapporte  à  l'état  initial  du  fluide.  Mais,  pour  la  généraliser  de  ma- 
nière à  la  rendre  applicable  à  tous  les  instants,  il  suffit  évidemment  d'y 
substituer  aux  différences  partielles  des  vitesses  u^,  ç^^  Wq  prises  par 
rapport  aux  coordonnées  a,  i,  c  les  diff'érences  partielles  des  vitesses  u, 
i^f  w  prises  par  rapport  aux  coordonnées  Xy  j,  z.  On  aura  donc,  en 
prenant  a?,  y,  z,  t  pour  variables  indépendantes, 

.     .  du      dv      dw 

^     '  dx       djr       àz 

Les  équations  (7)  et  (9),  et  celles  que  l'on  peut  en  déduire,*  comme, 
par  eîcemple,  les  formules  (4)  et  (10),  sont  les  seules  qui  conviennent 
indistinctement  à  tous  les  points  de  la  masse  fluide.  Elles  ne  sont  pas 
intégrables,  du  moins  en  général.  Mais,  dans  le  cas  particulier  où 

9^dx-h^dx-h^dz 

est  une  différentielle  complète,  on  peut  intégrer  une  première  fois  les 
équations  (7),  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

4.  Supposons  que,  5G,  J,  3b  étant  considérées  comme  fonctions  de  x, 
y  y  z  et  /, 
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soit  une  différentielle  complète.  On  aura  par  suite 

\  étant  une  seule  et  même  fonction  de  a?,  j,  5,  /;  d'où  l'on  conclura 

dx  dy       ^  dz  dl 

ôa  ôa  ôa       da 

dx  dy       ^  ôz  _  âl 

de  ôc  de       de 

En  vertu  de  ces  équations,  les  formules  (7)  se  réduiront  à 

d^x  dx       d'-y  dy       d-z  dz        dl        ^  dp  _ 
~dl^  dâ~^  'dt^  dâ'^  IF  dâ~"àâ'^ôdâ'~^' 

.     .  j  d'X  dx       d^y  dy       d^z  dz        d'k        i  dp 

^^^  'IF  M  '^JFdb'^JF  db'Tdh'^àdb^^' 

d'X  dx       d-r  dr        d'Z  dz        dl        i  dp 


dt-   de        dt^   de        dr^  de        de       è  de 

Cela  posé,  si  l'on  retranche  la  seconde  des  équations  (i3)  différentiée 
par  rapport  à  a  de  la  première  différentiée  par  rapport  à  b,  puis  la  troi- 
sième différentiée  par  rapport  à  a  de  la  première  différentiée  par  rap- 
port a  c,  puis  encore  la  troisième  différentiée  par  rapport  à  bde  la 
seconde  différentiée  par  rapport  à  c,  on  trouvera,  toutes  réductions 
faites, 

d^x    dx        d^x    dx       .d^r    dr       d^r    dy        d^z     dz        d^  z    dz 

^       *  ...  _^^^ 


dt^db  da       dt-da  db       dt^db  da      dt-da  db      dt'^db  da      dt^da  db 

.1    d^x    dx        d^x    dx        d^y    dy        d^y    dy        d^z    dz        d^z    dz 

'*"*'   ^  'dFdc  dâ~d'Fdâ  'de  ~^  di^de  dâ^lFdâ  de '^  dFdc  dâ~"dFdâ  dc~^' 

d^x    dx        d^x    dx        d^y*    dy        d^r    dy        d^z    dz         d^  z     dz 


dt'de  db       di-db  de       dt'-de  db      dt^db  de       dt-de  db       dt-db  de 

Si  maintenant  on  a  égard  aux  formules  (8),  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  les  premiers  membres  des  équations  (i4)  sont  respectivement 
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les  coefficients  différentiels,  pris  relativement  à  /,  des  trois  quantités 


suivantes  : 


du  dx       du  dx   ^   dv  dy      àv  dx      div  dz       dw  dz 


db  ôa       da  db       db  da       da  db       db  da       da  db 
du  dx       du  ôx       dv  dy*      dv  dy       dw  dz       dw  dz 


-i-  » 


de  da       da  de       de  da       da  de       de  ôa        ôa  ôc 
ou  dx       du  dx       dv  dx       dv  dx       dw  dz       dw  dz 


de  db       db   de       de  db       db  de        de   ôb        ôb  ôc 

Ces  trois  quantités  doivent  donc  être  indépendantes  du  temps,  et, 
comme  dans  le  cas  où  Ton  suppose  i  =  o  elles  se  réduisent,  en  vertu 
des  équations  (i),  à 

ôuo        dvo 


db 

da 

duo 
de 

diVt 
da 

dvo 

dwo 

de         db 


on  en  conclura 


du  dx  du  dx  dv  dx  dv  dy  dw  dz  dw  dz duo  dvo 

db  da  da  db  db  da  da  db  db  da  da  db       db        da^ 

,  ^ .      ,  du  dx  du  dx  dv  dx  dv  dy  dw  dz  dw  dz di/o  ôwa 

^     ^     ^  de  ôa  ôa  ôe  ôe  ôa  ôa  ôe  ôe  ôa  ôa  de        de        da  ^ 

du  dx  *du  dx  dv  dx  dv  dx  dw  dz  dw  dz dv^  dw^ 


de  db       db   de.      de  db       db  de       de  db       db  de'      de        ôb 

Telles  sont  les  intégrales  que  nous  avions  annoncées.  Si  l'on  y  considère 
£1,  i',  w  comme  fonctions  de  ce,  y,  z,  /  et  comme  ne  devant  renfermer 
les  variables  a,  6,  c  qu'autant  que  ces  dernières  sont  elles-mêmes  con- 
tenues dans  a?,  j,  2,  les  coefficients  différentiels  partiels 

ou     du     du     dv  dw 

da     db^   de^   da  de 

seront  donnés  en  fonction  des  suivants, 


du     du     du 

dv 

dw 

dx^   dx^   dz 

dx 

•  •  •  '     ji 
dz 
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par  neuf  équations  semblables  aux  équations  (6);  et,  si  Ton  substitue 
les  valeurs  des  premiers  dans  les  formules  (i5),  les  premiers  membres 
de  ces  formules  deviendront 

()n       ()v\  fôy  dx      dy  dx\      (du       dw\  fdz  dx       dz  dx\      /dv       dw\  fdz  dy  _<^^  ^M 
^  ~  ôi)  \db  dâ  ~~  ta  dbJ'^Xdz  ~  d^)\dbdâ  "  d'à  db)'^\d'z  "  'dy)  \db  5^      da  db]' 

(du       dv\  /djr  dx      dy  dx\      /du      da'\  /dz  dx      dz  dx\      /di>  __  div\  /dz  dy  _  dz  dy\ 
\dy       dx)\dcda^àad^c)      \dz^dxj\dcda       dadc)      \dz      ~dy)\dcda      dadc)^ 

/du       dv\  /dy  dx      dy  dx\      /du       div\  fdz  dx       dz  dx\      /dv       div\  /ds  dy  _   dz  dy\ 
\d^  "^  d^l  \d'c  db  ~"tb~di)'^\dz~  d^j  \dc  db  ~  d'b  dc)'^\&z~  ly)  \dc  db    '  db  de)' 

Cette  substitution  étant  effectuée,  on  déduira  facilement  des  for- 
mules (i5)  les  valeurs  des  trois  quantités 

dw 
dy' 

qui  seront  respectivement 


du 

di^ 

dw 

du 

dv 

dy 

dx 

dx 

dz' 

dz 

dy        dx      ^/_^àx 


(i6)    /  dx        dz       (^(_^dx  4r  dz\  \_\db        da)  de  ~^\ôa        de  )  db    '  \ôc 


-    9 


/  du        dif                    I               r  fduo  difn\dz      /dwn  duo\  dz      (dv^       da\A  dz\ 

;  dy^  dz\  L \ db  da)  de      \  da  de  )  db      \ de        db  )  da\ 
da  db  de) 

div       du                     I               r  (duo  dvo\  dy  ^   /diVo  duo\  ^T  ^(dv^^       div^^X  dy\ 

da  db  de) 

dv        dw                     I                V  Idua  dv(i\dx      (dwn  dU(Xdx       Idvo       dau\dx'\ 

dz         dy  ~  izf-x-  ^^^  ^^.>'  ^^^\  L  \^^  da)  de       \da  de  )  db       \de         db  /  d«  J 
\                           \     da  db  de 

Ces  dernières  formules  se  simplifient  encore,  lorsqu'on  a  égard  à  l'équa- 
tion (9),  et  se  réduisent  alors  à 

du        dv  _  /duo       dvo\  dz  fdwo       duoX  dz  /dvo       diVo\  dz 

dy        dx       \db        da)  de  \da       ' de  )  db  \de         db  )  da^ 


(•7) 


div  du  _  fdua  dv(\  dy  /diVn  duoX  dy  /dvo  dwo\  dy 

dx  dz       \db  da  )  de  \  da  de  )  db  \  de  db  )  da  ' 

dv  diV       /duo  dvo\  dx  /dwo  duo\  dx  /dvo  divA  dx 

dz  dy  ~~  \  db  da  )  de  \da  de  )  db  \  de  db  )  da 


5.  Les  diverses  équations  qui  précèdent  conviennent  à  toutes  les 
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hypothèses  possibles  sur  la  manière  dont  le  fluide  peut  avoir  été  mis  en 
mouvement.  Mais,  si  Ton  suppose  que  les  vitesses  initiales  soient  nulles, 
ou  si  ces  mêmes  vitesses,  ayant  des  valeurs  sensibles,  résultent  unique- 
ment de  forces  impulsives  appliquées  à  la  surface  du  fluide,  les  équa- 
tions (3)  (P*  Partie)  étant  alors  satisfaites,  les  équations  (17)  devien- 
dront 

du       ds^       dw       du       dif       dw 


(.8) 


ôx       dx       dx       dz       ôz       dy 


Il  suit  de  ces  dernières  que,  à  chaque  instant  du  mouvement,  la  quantité 


udx  -\-  vdjr-\-wd 


T 
AT 


est  une  différentielle  complète. 

Les  équations  (18)  réunies  à  l'équation  (10)  expriment,  ainsi  qu'on 
l'a  fait  voir  dans  la  première  Partie  (Section  I,  n**  7),  les  seules  condi- 
tions nécessaires  pour  qu'à  chaque  instant  du  mouvement  les  vitesses  m, 
v^  w  puissent  être  censées  produites  par  l'action  de  forces  impulsives 
appliquées  dans  cet  instant  même  à  la  surface  extérieure  du  fluide. 
Dans  cette  hypothèse,  chaque  point  de  la  masse  fluide  éprouverait  une 
impulsion  déterminée;  et,  si  l'on  désigne  par  q  la  valeur  de  cette  im- 
pulsion pour  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x^  y,  5,  on  aura 

_      '  ^î 
d  dx 

I  dq 

*'  =  -«#' 

(•9)  { 

I  dq 

à  dz 
dx'^       dy^       dz^ 

Au  reste,  la  valeur  de  q  ne  sera  pas  complètement  déterminée  a 
chaque  instant  du  mouvement;  maison  pourra  lui  ajouter  une  constante 
arbitraire  qui  pourra  être  une  fonction  quelconque  de  /.  Si,  pour  plus 
de  simplicité,  on  suppose  que  la  valeur  initiale  de  q,  ou  celle  qui  cor- 

OFMvres  de  C.  —  S.  1, 1. 1.  6 
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respond  à  /  =  o,  soit  précisément  Fimpulsion  qu'éprouvait  dans  le 
premier  instant  la  molécule  m,  et  que  nous  avons  désignée  parç^*  la 
fonction  arbitraire  dont  il  s'agit  devra  s'évanouir  avec  /;  mais  celle 

qu'il  faudra,  dans  la  même  hypothèse,  ajouter  à  ^  ne  sera  plus  assu- 
jettie à  la  même  condition  et  restera  totalement  indéterminée.  Cette 
remarque  nous  sera  fort  utile,  comme  on  va  le  voir  tout  à  l'heure. 

6.  En  ayant  à  la  fois  égard  aux  équations  (i  i)  et  aux  trois  premières 
équations  (19),  on  trouve  que  les  formules  (4).  divisées  par  S,  se  ré- 
duisent à 


(•.o) 


1  '0  ('  - 

dq\ 
dt  > 

dx 

1 

—  / 

]Aîir 

àq\ 

àr 

-  l'2  -»-  iv^ 

?.] 

1 

iW- 

dq\      «*-' 

9- 

-y 

o. 


—  o, 


dz 


Il  résulte  de  celles-ci  que  la  quantité 


1/  dq\        «2 -r- V» -!- <v* 

iv-àtr — - — '• 


est  indépendante  des  variables  ic,  j,  s,  c'est-k-dire,  égale  à  une  simple 
fonction  de  /  que  je  désignerai  par  T.  D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qu'on 
a  dit  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  on  peut,  sans  altérer  les  équa- 
tions du  mouvement,  ajouter  à  la  valeur  de  ^  une  fonction  arbitraire. 

Si  donc  on  dispose  de  cette  fonction  arbitraire  de  manière  à  faire  éva- 
nouir T,  on  aura  simplement 


,     .  I  /         dq\       II* -h  v«-4-<v* 


o. 


La  valeur  de  \  dans  cette  dernière  équation  n'est  pas  elle-même  complé 


1 
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tement  déterminée,  il  suffît  que  cette  valeur  soit  une  de  celles  qui 
satisfont  aux  équations  (i  i). 

7.  Si  le  fluide  n'est  point  soumis  à  d'autres  forces  accélératrices  qu'a 
celle  de  la  pesanteur  g^,  agissant  parallèlement  à  l'axe  des  y  et  tendant 
à  diminuer  les  ordonnées,  les  équations  (i  i)  deviendront 

(^^)  5^=^'    d^"=~^'    Tz^""' 

La  valeur  de  >.  pouvant  être  prise  à  volonté  parmi  toutes  celles  qui 
satisfont  aux  équations  précédentes,  on  pourra  supposer 

(23)  l=-gjr. 

m 
% 

Cela  posé,  l'équation  (21)  se  trouvera  réduite  a 

En  réunissant  cette  dernière  formule  aux  équations  (19),  on  aura  les 
seules  qui  conviennent  à  tous  les  points  d'une  masse  fluide  homogène, 
pesante  et  incompressible,  dans  laquelle  les  vitesses  initiales,  supposé 
qu'elles  ne  fussent  pas  nulles,  résultaient  uniquement  d'impulsions 
appliquées  à  la  surface  extérieure. 

'  Si  Ton  considère  les  vitesses  m,  i^,  «^  comme  des  quantités  très-petites 
du  premier  ordre,  en  négligeant  dans  l'équation  (24)  les  quantités  du 
second  ordre,  on  réduira  cette  même  équation  à 


-^  ffr = O' 


8.  Avant  de  passer  à  la  recherche  des  équations  relatives  à  la  surface, 
il  sera  bon  de  fixer  les  idées  sur  les  conséquences  qui  résultent  du 
principe  d'incompressibilité,  tel  que  nous  l'avons  exposé  dans  la  pre- 
mière Partie  de  ce  Mémoire  (Section  I,  n**  5),  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  tel  qu'il  se  trouve  exprimé  par  l'équation  (9).  Ce  principe  con- 

6. 
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siste,  ainsi  qu'ion  Ta  dit,  en  ce  qu'âne  molécole  m  de  fluide  peut 
changer  de  forme  avec  le  temps,  mais  jamais  de  Toliune,  en  sorte  que 
M'S  dimensions  ne  peuvent  crrjître  dans  un  sens  sans  diminuer  dans  un 
autre.  On  doit  toutefois  observer  que  la  molécule  m  dont  il  s'a^t  n*est 
{Mjint  une  de  ces  parties  du  fluide  qu*on  désigne  ordinairement *sous  le 
nom  de  moUcuks  intt ironies  et  dont  on  suppt^se  la  forme  invariable, 
mai>  ré-^ÛKïu^ni  une  três-^^etite  portion  de  fluide  qui  peut  renfermer 
AX^-iu^iut:  une  infinité  de  molécules  intégrantes.  Si,  pour  éviter  toute 
#— 1«^-  e  d  V.|'jivt>^ue,  on  désigne  ici  cette  molécule  m  sous  le  nom  d'd^ 
ment,  et  si  Ton  supfKise  en  outre  que  chaque  élément  reste  toujours 
romp-r^ê  de  la  même  manière,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  deux  mi>- 
|pcule>  intégrantes  séparées  à  Torigine  du  mouvement  par  une  distance 
trê>-petite,  pourvu  que  cette  distance  ne  soit  pas  nulle,  ne  parviendront 
jamais  à  se  toucher.  En  eflet,  si  par  chacune  de  ces  molécules  inté- 
$rrantes  on  feit  passer  trois  plans  parallèles  à  ceux  des  coordonnées,  on 
obtiendra  en  tout  six  plans  parallèles  deux  à  deux,  qui  comprendront 
entre  eux  un  élément  du  fluide  ayant  la  forme  d'un  parallélépipède 
rectangle,  et  les  deux  molécules  que  Ton  considère  se  trouveront  pla- 
cées aux  deux  extrémités  d'une  même  diagonale  de  ce  parallélépipède. 
Si  donc  les  deux  molécules  dont  il  s*agit  venaient  à  se  toucher  au  bout 
d'un  certain  temps,  la  diagonale  du  parallélépipède  se  réduirait  alors 
â  zéro,  et  par  suite  le  volume  deviendrait  nul  aussi,  tandis  qu'en  vertu 
de  la  condition  d'incompressibilité  il  doit  conserver  toujours  la  même 
valeur. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  par  l'analyse.  En  eflet,  soient,  à 
l'origine  du  mouvement, 

a,  6,  c, 

a  —  rfa,  b  — •  </^,  c -r-  de 

les  coordonnées  respectives  de  deux  molécules  intégrantes  très-voisines. 
Au  bout  du  temps/,  les  coordonnées  de  la  première  molécule  intégrante 
seront  devenues 
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et  celles  de  la  seconde 

dx  ,        dx  „       dx  j 
X  -^  '^-  da  -\-  -TT  db  -\-  -^-  ac^ 
aa  do  de 

r  -\-  -T-  da^  ^db-^  -^ de, 
•^        da  ôb  de 

dz  j        dz   ,.       ôz  j 
z  -h  -^  da  -h  -TT  db  -{-  ^-  de. 
da  db  de  , 

Par  suite,  les  deux  molécules  ne  pourront  coïncider  à  cette  seconde 
époque,  à  moins  que  Ton  n'ait  à  la  fois  les  trois  équations 

dx  ,        dx  j,       ôx  j 
ôa  db  de 

-f.da  -+-  :t7  rf*  H-  :r-  rfc  =  o, 
àa  ôb  de 

ôz   ,        àz    „       dz   J 

-T-  da  -¥  -TT  db  -\-  -T-  de  :=  Oy 

da  db  de 


d'où  résulte  la  suivante 


'[^rat'i]-- 


Cette  dernière  équation,  étant  directement  contraire  à  l'équation  (9), 
ne  peut  subsister  avec  elle,  d'où  il  suit  que,  dans  un  fluide  incompres- 
sible, deux  molécules  intégrantes,  séparées  d'abord  l'une  de  l'autre  par 
une  distance  très-petite,  ne  parviendront  jamais  à  se  toucher. 

Au  reste,  la  conclusion  précédente  subsiste  soit  que  l'on  compare 
l'état  du  fluide  au  bout  du  temps  /  avec  l'état  initial  ou  bien  avec  l'un 
quelconque  des  états  intermédiaires.  Elle  aurait  encore  lieu  si  l'on 
comparait  l'état  relatif  au  temps  /  avec  les  états  suivants.  Ainsi,  dans 
tout  fluide  pour  lequel  l'équation  (9)  est  satisfaite,  on  peut  affirmer  que 
deux  molécules  intégrantes^qui  dans  un  instant  quelconque  se  trouvent 
séparées  l'une  de  l'autre,  ne  se  sont  jamais  touchées  et  ne  se  touche- 
ront jamais* 

Il  parait  suivre  immédiatement  de  ces  observations  que,  à  moins  de 
mouvements  brusques  et  d'une  espèce  de  scission  dans  la  masse  fluide, 
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uuc  ludlécule  située  à  une  petite  distance  de  la  surface  extérieure 
ii'a(t(ûndru  jamais  les  molécules  situées  à  cette  surface,  et  à  plus  forte 
l'iiison  la  surface  elle-même.  Seulement,  elle  pourra  s'approcher  ou 
r^'iUoi^ner  de  la  surface  dont  il  s'agit  à  des  distances  plus  ou  moins 
i  nnsidérables.  Dans  ce  cas,  les  mêmes  molécules  que  renfermait  dans 
II*  premier  instant  la  surface  extérieure  y  demeureront  toujours.  Cette 
remarque  est  également  applicable  à  toutes  les  molécules  qui  terminent 
la  masse  fluide,  par  exemple,  si  le  fluide  est  contenu  dans  un  vase, 
aux  molécules  qui  avoisinent  les  parois. 

nèsumé,  —  En  réunissant  les  formules  (19)  et  (25).  on  a 

'  d^q       d^q       d^q 


dx'^       ôy^       dz'^ 

__  _  l  àq 
~       i  dx^ 

a  djr 
I  dq 

\       P  =  d?  -  sh-- 

Si  l'un  se  borne  a  considérer  deux  dirpensions  dans  le  fluide,  ces 
équations  se  réduiront  à 

_       I  àq 

~~       î  dx 


/•: 


I  da 
à  dx 

Toutefois  il  est  bon  d'observer  que  la  dernière  des  équations  (26)  et  la 
dernière  des  équations  (27)  se  rapportent  uniquement  au  cas  où  l'on 
considère  les  vitesses  m,  i»,  m'  comme  des  quantités  très-petites. 
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On  doit  remarquer  aussi  que  les  équations  (i5)  (F*  Partie)  se  dé- 
duisent immédiatement  des  quatre  premières  équations  (26),  et  les 
équations  (16)  (I"*  Partie)  des  trois  premières  équations  (27),  par  la 
supposition  /— o.  En  effet,  a,  b,  c,  q^y  u^,  v^y  w^  ne  sont  autre  chose 
que  les  valeurs  de  x,  j,  z,  q,  1/,  v^  w  relatives  au  premier  instant  du 
mouvement. 


SECTION  DEUXIÈME. 

DES   ÉQUATIONS    QUI    DÉTERMINENT,    A    CHAQUE   INSTANT    DU    MOUVEMENT, 

l'état    DE   LA    SURFACE. 

1.  Lorsque  Ton  considère  les  molécules  situées  à  la  surface  du  fluide, 
les  quatre  variables  x^  y^  z^  t  ne  sont  plus  indépendantes  entre  elles, 
ainsi  qu'on  doit  le  supposer  dans  les  équations  (26)  de  la  Section 
précédente;  mais  l'une  d'elles,  j^  par  exemple,  devient  une  fonction 
des  trois  autres  x^  z  et  /.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  y  dans  les 
expressions  générales  des  quantités 

«,  ^y  Wy  Pj  q 

en  X,  y,  5,  /,  ces  quantités  deviendront  de  simples  fonctions  des  trois 
variables^,  zeti;  et,  si  l'on  désigne  ces  mêmes  fonctions  par 

U,  V,  W,  P,  Q, 

U,  V,  w  représenteront,  au  bout  du  temps  /,  les  vitesses  correspon- 
dantes au  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont  x  et  z.  P  sera 
la  valeur  de  la  pression  au  même  point  et  Q  celle  de  l'impulsion  que 
nous  avons  imaginée,  afin  de  pouvoir  représenter  le  mouvement  du 
fluide  à  une  époque  quelconque  comme  instantanément  produit  par 
inaction  ile  forces  impulsives  appliquées  à  la  surface. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  pour  tous  les  points  de 
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rette  surface 

dQ ôq       àq  dy 

ôx       ôx       ôjr  dx 

'  <lz~  dz       àrdz 

dQ  _  dq       àq  dr 
d7"  ""  d7  '^  drdt' 

m 

Les  niéines  relations  subsisteront  aussi  entre  les  diflerences  partielles 

des  quantités 

l  et  II,    V  et  %\    W  et  a»,    P  et  p. 

2.  De  même  que,  pour  fixer  Tétat  initial  de  la  surface  du  fluide, 
nous  avons  supposé  connues  les  impulsions  primitivement  appliquées  à 
rliacun  de  ses  points,  de  même,  pour  établir  le  changement  d'état  que 
celte  surface  éprouve  d'un  instant  à  l'autre,  nous  devons  considérer 
romme  données  les  pressions  qu'elle  supporte  à  chaque  instant.  Si  l'on 
suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  pression  soit  la  même  à  chaque 
instant  sur  tous  les  points  de  la  surface,  P  sera  une  fonction  de  t  seu- 
lement, et  la  forme  de  la  surface,  au  bout  du  temps  /,  sera  déterminée 
par  l'équation 

19  />  :=  P. 

De  plus,  si  l'on  admet,  conformément  au  n®  8  de  la  Section  précédente, 
que  les  molécules  situées  à  la  surface  dans  le  premier  instant  s'y  main- 
tiennent pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  il  suffira  de  substituer 
dans/?,  à  la  place  de  a:,  ^,  ^,  leurs  valeurs  en  a,  6,  c,  /  pour  déduire 
de  l'équation  (29)  celle  de  la  surface  initiale;  et,  comme  cette  dernière 
équation  doit  être  indépendante  du  temps,  il  faudra  nécessairement 

que  la  substitution  dont  il  s'agit  donne  constamment  la  même  valeur  de 

• 

quelle  que  soit  celle  de  /,  ce  qui  entraine  pour  tous  les  points  de  la 
surface  l'équation  de  condition 

,,  X  dp        dp        dp         dp      dV  •      ' 

'      ^  dl  dx         dx  dz       dt 
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Lorsqu'on  suppose  P  =  o,  les  équations  (29)  et  (3o)  se  réduisent  k 

(^0  {  dp  dp         dp  dp 

a7  -^^A     -^^-f  -^^A    =^' 
ôt  ôx         ôy  ôz 

Au  reste,  on  doit  remarquer  :  i®  que  les  équations  (24),  (29)  et  (3o) 
sont,  parmi  les  équations  relatives  au  mouvement  du  fluide  (même  en 
y  comprenant  les  équations  relatives  aux  limites),  les  seules  qui  ren- 
ferment la  pression/?;  2^  que  l'équation  (24)  conserve  la  forme  sous 
laquelle  nous  l'avons  présentée,  et  que  les  équations  (29)  et  (3o)  se 
réduisent  aux  équations  (3i),  lorsqu'après  y  avoir  substitué  /?  —  P  au 

lieu  de  jo  on  y  change  ^  en  ^  -—  P,  ce  qui  est  permis,  en  vertu  du 

n*"  5  (Section  I),  et  n'altère  en  rien  lies  valeurs  de  a,  v^  w.  Il  suit  de 
cette  remarque  que  les  lois  du  mouvement  restent  les  mêmes,  soit  qu'on 
suppose  la  pression  à  la  surface  nulle,  ou  déterminée,  à  chaque  instant, 
par  l'équation  /?  =  P  (P  étant  une  fonction  de  /),  à  cette  différence 
près  que  la  valeur  générale  de  p  est  plus  grande  dans  le  second  cas 
que  dans  le  premier  d'une  quantité  égale  à  P.  C'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  désormais  à  considérer  le  cas  où  l'on  suppose 

P  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  deux  équations  (3i)  ayant  lieu  simultanément  pour 
tous  les  points  de  la  surface,  si  l'on  substitue  à  la  pression/?  sa  valeur 
déduite  de  l'équation  (24),  et  que  l'on  remplace  w,  s^^  w  par  U,  V,  W, 
on  trouvera,  pour  ces  mêmes  points. 


1  àq      U2-+-V2-4-W2 
^'^       Q  àt  2 


> 


ùzàt  dx'^  dy^  dz^ 


aVW 


ôydz 


Ces  deux  dernières  équations  doivent  donc  fournir  la  même  valeur 
de  y  en  x,  z  et  /.  Cette  considération  va  bientôt  nous  procurer  les 
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moyens  de  déterminer  les  quantités 

Q,  U,  V,  W 

et  l'ordonnée  j  de  la  surface,  en  fonction  de  a?,  z  et  /.  Mais,  pour  ne 
pas  compliquer  inutilement  les  calculs,  je  vais  d'abord  simplifier  les 
équations  (32),  en  les  adaptant  au  cas  où  les  vitesses  U,  V,  W  sont 
très-petites. 

3.  Supposons  que  la  surface  initiale  du  fluide  ait  peu  différé  d'une 
surface  plane,  et  que  les  impulsions  primitivement  appliquées  aux 
différents  points, de  cette  surface  aient  eu  des  valeurs  peu  considé- 
rables. Concevons  de  plus,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  première 
Partie  (Section  III,  n**  1),  que  le  plan  des  a?  et  s  se  confonde  avec  celui 
qui  terminait,  dans  l'origine,  les  parties  de  la  surface  dont  le  niveau 
n'avait  point  été  altéré.  Alors  les  quantités 

b,  qo9  «0,  Va,  Wo$ 

dans  le  premier  instant,  et  les  suivantes 

i  dq  1  dq  \  dq 

•^  è  dx  à  dy  d  ôz 

au  bout  du  temps  /,  seront  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre 
pour  tous  les  points  de  la  surface,  et  même,  si  l'on  en  excepte  les 
ordonnées  j  et  6,  pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide.  Les  carrés  de 
ces  mêmes  quantités  et  leurs  produits,  soit  entre  elles,  soit  par  leurs 
coefficients  diflerentiels  respectifs,  seront  du  second  ordre  et  pourront 
être  négligés  vis-à-vis  des  quantités  elles-mêmes.  Cela  posé,  les  équa- 
tions (32)  deviendront 

(33)  i 

(  ^         ô  Ot^  ~ 
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Dans  la  même  hypothèse,  les  équations  (28)  se  réduiront  a 

{3A]  dQ_dq       dQ_dq       àQ_ôq 

et  l'on  trouvera  encore,  en  différentiant  ces  dernières  formules  et  né- 
gligeant les  quantités  du  second  ordre, 

'      ^  dx'^  ^  dx^^      dz^  "  dz^  '      dt^  ~"  âi^  ' 

La  première  des  équations  (33),  jointe  à  la  dernière  des  équations  (v34), 
donne,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

De  plus,  si,  dans  les  valeurs  générales  de  a  et  de  tv  que  fournissent 
les  équations  (26),  on  suppose  y  égale  à  l'ordonnée  de  la  surface,  on 
obtiendra  évidemment  les  valeurs  générales  de  U  et  de  W;  et,  comme 
pour  tous  les  points  de  la  surface  on  peut,  en  vertu  des  équations  (34). 
remplacer 

^     ^^  àQ  dq      ^  dQ 

dx  ^      dx  ôz  ^       dz  ' 

les  valeurs  de  U  et  de  W  deviendront  respectivement 

(37)  < 

\  d  dz 

Quant  k  la  valeur  de  V,  elle  est  immédiatement  donnée  par  la  seconde 
des  équations  (33),  combinée  avec  la  dernière  des  équations  (35),  et  se 
réduit  à 

(38)  V  =  -^^. 
^      '  gd   df^ 

Les  valeurs  de  j^,  U,  V,  W  étant,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 
déterminées  en  fonction  de  Q  par  les  formules  (36),  (37)  ef  (38),  il  ne 

7- 
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reste  plus  qu'à  donner  l'équation  qui  doit  servir  k  déterminer  la  valeur 
{générale  de  Q  en  ;r,  s  et  /.  On  y  parvient  (*)  de  la  manière  suivante, 

4.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre  est  celui-ci  : 

q  étant  une  fonction  de  x,  y,  s,  /  assujettie^  \^  à  vétijier  l'équation 
,,,  .  f)»g       d*fl       d^q  • 

2®  à  rendre  les  équations  (33),  ouy  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  sui- 
vantes 

I  dq 

'  ^      dq      d^q 

^  àj^  dt^  ' 

susceptibles  d'être  vérifiées  par  une  seule  et  même  valeur  de  yen  x,  z  et  t. 
la  quantité  y  y  ses  divers  coefficients  différentiels  et  ceux  de  la  fonction  q 
étant  d'ailleurs  considérés  comme  très  -  petits,  déterminer  la  valeur  que 
cette  fonction  acquiert  dans  le  cas  où  l'on  y  substitue  la  valeur  de  y  en  x, 

z  et  t. 

Ce  problème  est  évidemment  compris  dans  un  autre  plus  général, 
dont  voici  l'énoncé  : 

q  étant  une  fonction  de  x,  ol  -^  y,  z  et  t  assujettie ,  i**  à  vérifier  l'équa- 
tion (39),  2"  à  rendre  les  équations  (4o)  susceptibles  d'être  vérifiées  par 
une  seule  et  même  valeur  de  y  enx^  ol^  z  et  t,  la  quantité  y,  ses  divers 
coefficients  différentiels  et  ceux  de  la  fonction  q  étant  d'ailleurs  considérés 
comme  très-petits,  déterminer  la  valeur  que  cette  fonction  acquiert  lors- 
qu'on y  substitue  la  valeur  de  y  en  x,  a,  z  et  t. 

Soit  Q  la  valeur  particulière  de  q  qui  doit  résoudre  ce  dernier  pro- 
blème. Par  un  raisonnement  tout  a  fait  semblable  à  celui  dont  on  s'est 

(  •)  Voir  la  Note  XV. 
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servi  pour  établir  les  équations  (34)  et  (35),  on  prouvera  facilement 
que,  en  supposant  la  valeur  de  y  en  a?,  z,  ol  et  t  substituée  dans  les 
coefficients  différentiels  de  ^r,  on  a,  aux  quantités  près  du  second 
ordre, 

l^Odi       àQ   _   dq       àQ^  _    àq       ôQ   _   dq 
\  ôx  dx^      ôz  dz^      dt  ôt^      àoL    ~~    àoC 

(40 

d20_^?       à^_d^       ô^_d^       d^Qd^q 
[ô>:^~dx'^'      dz'^~dz^^      dV^  ^  dt^'      dx'^  ~  ôa^' 

D'ailleurs,  q  étant  par  hypothèse  une  fonction  de  a-f-j,  on  a,  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  de  y, 

iU]  ^?-^,     d^_d^q' 

Cela  posé,  si,  par  le  moyen  des  équations  (40  réunies  aux  équa- 
tions (42),  on  substitue  dans  les  formules  (39)  et  (4o),  au  lieu  des 
coefficients  différentiels  de  la  fonction  q  par  rapport  k  x,  y^  z  et  /, 
ceux  de  la  fonction  Q  pris  par  rapport  kx,  ol,  z  et  t,  les  formules  dont 
il  s'agit  deviendront  respectivement 

dx'^         ôoC^        dz^ 
(43)  .         {        g^r-^—^o. 

On  conclut  de  la  dernière 

1)0^  ^^  g  dôcôf^  ~  g^  dt'  ' 

En  substituant  cette  valeur  de  j-j  dans  la  première  des  équations  (43), 
on  trouve 

Cette  dernière  équation  détermine  la  valeur  de  Q  qui  résout  le  second 
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problème.  Pour  en  conclure  celle  qui  résout  le  premier,  il  suffira  évi- 
demment de  faire  a  =  o,  ce  qui  ne  change  en  rien  ni  la  forme  de  l'é- 
quation  (44)  ni  la  seconde  des  équations  (43).  Au  reste,  la  seconde 
des  formules  (43)  ne  nous  apprend  rien  de  nouveau,  puisqu'elle  coïn- 
cide avec  l'équation  (36).  Quant  à  la  formule  (44)»  elle  servira  dans 
la  suite  à  déterminer  la  valeur  générale  de  Q  en  x,  z  et  /. 

Résumé.  —  En  réunissant  les  formules  (36),  (37),  (38)  et  (44).  on 
a,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

_     J_àQ 

^  ~     gS  dt' 

gi  dt^ 


\ 


i   dz 


Si  Ton  se  borne  à  considérer  deux  dimensions  dans  le  fluide,  ces  foN 
niuies  deviendront 

—    JL^ 

^~     gà  dt' 

(46)  { 

0   dx 

Quant  à  la  valeur  générale  de  P,  c'est-a-dire,  de  la  pression  relative 
à  la  surface,  nous  la  supposerons  constamment  nulle  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  ci-dessus  (n**2),  et  nous  aurons  en  conséquence,  pour  le 
cas  de  deux  et  de  trois  dimensions, 

(47)  P  =  o. 
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Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  obtenir  les  deux  dernières  équa- 
tions {9a)  (P*  Partie),  il  suffit  de  faire,  dans  la  troisième  et  la  cin- 
quième des  équations  (45),  /=o.  La  dernière  des  équations  (22) 
(I"  Partie)  se  déduit  par  la  même  supposition  de  la  troisième  équa- 
tion (46). 

En  joignant  cette  observation  à  celle  que  nous  avons  déjà  eu  occa- 
sion de  faire  à  la  fin  de  la  Section  II,  on  en  conclura  que  les  équations 
relatives  à  l'état  initial  sont  toutes  comprises,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  parmi  celles  qui  expriment  Tétat  du  fluide  au  bout  du  temps/. 
On  doit  seulement  excepter  les  deux  premières  équations  (21)  ou  (22) 
(I"  Partie),  qui  déterminent,  pour  le  premier  instant  seulement,  la 
forme  de  la  surface  et  la  valeur  des  impulsions  qu'elle  supporte  en 
chacun  de  ses  points. 


SECTION  TROISIÈME. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  OBTENUES  DANS  LES  SECTIONS  PRÉCÉDENTES. 

1.  Si  aux  formules  (26),  (45)  et  (47)  on  réunit  les  formules  (18) 
(I"*  Partie),  on  aura  toutes  les  équations  nécessaires  pour  déterminer, 
à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  l'état  de  la  masse  fluide  et 
celui  de  sa  surface,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  déduire  de  ces  mêmes 
équations  les  inconnues  du  problème,  c'est-â-dire,  à  donner  les  expres- 
sions générales  de 

;;,  q,  u,  v,  w 

en  J7,  y^  5,  /  et  celles  de 

r,  Q,  u,  V,  w 

en  X,  z  et  /.  Je  fais  abstraction  de  la  quantité  P,  que  nous  suppose- 
rons toujours  nulle  en  vertu  de  l'équation  (47).  Quant  aux  valeurs 
des  autres  quantités,  leur  détermination  à  l'aide  des  équations  (26), 
(45)  et  (18)  (P*  Partie)  est  tout  entière  du  ressort  de  l'Analyse  et  four- 
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nit  une  nouvelle  application  du  Calcul  intégral  aux  différences  par- 
tielles. 

Dans  ce  qui  va  suivre»  on  doit  se  rappeler  :  i®  que  le  plan  des  x 
et  z  se  confond  avec  celui  qui  terminait,  à  Torigine  du  mouvement, 
les  parties  de  la  surface  fluide  dont  le  niveau  n'avait  point  été  altéré; 
2^  que  les  ordonnées  doivent  être  comptées  positivement  au-dessus  de 
ce  plan  et  négativement  au-dessous;  3^  enfin  que,  pour  établir  les 
équations  (26)  et  (4^)»  nous  avons  considéré  la  surface  initiale  du 
fluide  comme  peu  différente  d'une  surface  plane  et  les  impulsions 
initiales  comme  trës-petites,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux 
quantités  b  et  Qo  comme  ayant  de  très-faibles  valeurs.  Dans  cette  hy- 
pothèse, les  oscillations  des  molécules  fluides  seront  elles-mêmes  peu 
considérables  à  toutes  les  époques  du  mouvement,  et,  par  suite,  les 

valeurs  générales  de 

py  q,  u,  V,  w 

relatives  à  un  point  quelconque  de  la  masse  fluide,  ainsi  que  celles  de 

r.  Q.  U,  V,  W 

relatives  à  un  point  quelconque  de  la  surface,  demeureront  toujours 
peu  sensibles.  S'il  pouvait  rester  quelques  doutes  à  cet  égard,  on  les 
dissiperait  en  observant  que  les  formules  déduites  de  cette  considéra- 
tion fournissent  elles-mêmes,  pour  les  valeurs  générales  des  inconnues 
dont  il  s'agit,  des  quantités  fort  petites. 

2.  Afin  de  commencer  par  le  cas  le  plus  simple,  je  ferai  d'abord 
abstraction  d'une  des  trois  dimensions  du  fluide.  Alors,  aux  équa- 
tions (26)  et  (45)  il  faudra  substituer  les  équations  (27)  et  (46)-  Cela 
posé,  en  raisonnant  comme  dans  la  première  Partie  (Section  III,  n**  3) 
et  adoptant  les  mêmes  notations,  on  trouvera  que,  pour  satisfaire  à  la 
première  équation  (27),  on  doit  supposer 

(48)  9~/    I     cosmxe'"//(/iî, /)rf/n. 
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Pour  obtenir  cette  dernière  formule,  il  suffit  de  remplacer  dans  la 
formule  (25)  (F®  Partie)  a,  b,  q^  par  x,  y,  q.  Seulement  nous  avons 
dû  changer /(m)  en  f{m,  /),  afin  d'indiquer  que  la  fonction /(^/i), 
nécessairement  constante  par  rapport  aux  coordonnées  x  et  y,  peut 
néanmoins  être  variable  par  rapport  au  temps. 

La  valeur  générale  dey  étant  déterminée  par  l'équation  (48),  on  en 
déduit,  par  le  moyen  des  trois  dernières  équations  (27),  les  valeurs 
correspondantes  de  a,  v,  p\  et  si,  pour  obtenir  celles  de  Q,  U,  V,  on 
suppose ,  dans  les  expressions  générales  de  y,  i/,  v,  que  y  soit  égal  à 
l'ordonnée  de  la  surface,  en  regardant  les  quantités  q,  w,  v,  y  comme 
très- petites  du  premier  ordre  et  négligeant  les  termes  du  second 
ordre,  on  trouvera 

Q=:         \    1     cosmxf[m,  t)dmy 
(49)  <U=      -;:>    /      s\nmxf{m,t)nidm. 


^\    1     cosmx/.(/n, /)/n(/m. 


7— à 

Ces  dernières  formules  sont  tout  à  fait  semblables  aux  équations  (27) 
et  (28)  de  la  première  Partie.  Mais,  comme  ni  la  valeur  générale  de  Q, 
ni  celles  des  vitesses  U  et  V,  ne  sont  données  a  prions  on  ne  peut  faire 
servir  ces  formules  à  la  détermination  de  la  fonction  arbitraire /(m,  /) 
qu'après  avoir  intégré  préalablement  la  première  des  équations  (46). 
C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

3.  La  première  des  équations  (46)  a  pour  intégrale  générale  [voir 
la  Note  X) 

Q  =  \    1     cosmj?e'«"V'Ç(m)c?m-h\    /     cosmxe-'^*^^^  l{m]dm 


-   ,    .  0  — ./o 


y    j     cosmxcosm^g^t(f[m)dm'h  y    j     cosmxslnm^g^t^{m)dmy 


^(m),  ^(//i)»  ?('^)i  H^)  étant  quatre  fonctions  de  /w,  dont  chacune,  à 
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cause  du  signe  2,  représente  à  elle  seule  deux  fonctions  arbitraires. 
La  condition  que  la  valeur  précédente  de  Q»  et  par  suite  celles  de  j, 
U,  V  qu'on  en  déduit  par  la  difTérentiation,  ne  deviennent  point  infi- 
nies pour  des  valeurs  infinies  de  t,  entraine  l'équation 

Ç(m)  =  o, 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (5o)  se  réduit  à 

Q=>    /     cosmxe-'^*e^^^^{m)dm  -h\    1     cosmx cos m^g-^ /  <p(/n)rfm 
I  "^Ai  /     cos/iîj?  sînm*''g-*-/4/(m)rf/if. 

De  cette  dernière  on  déduit,  à  l'aide  des  équations  (46), 

i  ^'  =  t\  /     sinmx[«-'»V'^(m)-hcosm^g^/9(m) -hsinm^g-^/(jy(m)Jmrfiii, 
V=:^  N    /     cosmx[e-'"V'$(m)  —  cosm*''g^/9(m)  —  sïnm^ g^ i ^{m)\mdm. 

Les  valeurs  de  Q,  U,  V  données  par  les  équations  (49)  doivent  néces- 
sairement être  identiques  avec  celles  que  fournissent  les  équations  (5i) 
et  (52).  D'ailleurs,  pour  rendre  égales  entre  elles,  i"  les  deux  valeurs 
de  Q,  2^  les  deux  valeurs  de  U,  il  suflira  de  supposer 

/(m,  t)  =cosni^g^t(^(m)  -h  sinm*g-^/<jy(m)  H-e-'»V^$(m). 

De  même,  les  deux  valeurs  de  V  deviendront  égales  entre  elles  si  l'on 
suppose 

-  i  -î-  ^  i  • 


Des  deux  équations  précédentes  on  conclut 


(/(fw,  t)  =  cosm^ g^ t  <^{m)  -^  sinm^ g*  t  ^ {m). 
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Gela  posé,  les  équations  (48)  et  (5i)  deviennent  respectivement 

Q=:\    I     cos/nj:cosm^g'^/(p(m)rfm-h\    /     cosmxs\nm^§^t^[m)dm. 

On  pourrait  douter  encore  de  la  généralité  de  ces  dernières  formules 
et  demander  si  l'accord  qui  doit  exister  entre  les  équations  (49)f  (5i) 
et  (52)  entraine  nécessairement  la  disparition  de  la  fonction  arbitraire 
i{m).  Mais  on  peut  lever  cette  incertitude  en  opérant  sur  les  intégrales 
elles-mêmes  et  non  sur  les  fonctions  arbitraires  [voir  la  Note  XII). 

Les  valeurs  de  ^  et  de  Q  étant  déterminées  par  les  équations  (54)» 
on  en  déduira  facilement  celles  des  inconnues  u,  v,  w,  p  relatives  a  un 
point  quelconque  de  la  masse  fluide,  ainsi  que  les  valeurs  des  quan- 
tités j,  U,  V,  W  relatives  à  un  point  quelconque  de  la  surface;  et  il  ne 
restera  plus  qu'à  déterminer  les  deux  fonctions  arbitraires  ç(m),  ^(/w) 
par  la  condition  que  les  valeurs  initiales  de  y  et  de  Q,  savoir  b  et  Qo, 
soient,  conformément  au  n**  2  de  la  Section  III  (P  Partie),  celles  que 
fournissent  les  deux  équations 

(55)  /    ^ 

4.  Si  dans  la  seconde  des  équations  (46)  on  substitue  la  valeur  gé- 
nérale de  Q  tirée  des  équations  (54)»  on  trouvera 

(56)  j^=— j— \    /     cosmj;[cos/w^g^-/^}^fm)  —  sinm^g^/(p(m)Jm*rf/ii. 

Si,  dans  cette  dernière  et  dans  la  valeur  générale  de  Q,  on  fait  /  =  o, 
on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  équations  (55), 


(57) 


SF(a)==-j-\    I     cosam^[m)m^dm, 
l^[a)  =  \    I     cosamo{m)dm. 


8. 
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Celles-ci  déterminent  complètement  {voir  la  Note  VIII)  les  valeurs  des 
fonctions  ^(/w),  ?(m),  ou,  pour  mieux  dire,  des  deux  fonctions  arbi- 
traires que  chaque  signe  1  indique.  Au  reste,  comme  la  fonction  ^ 
dépend  uniquement  de  la  fonction  F,  et  (p  de  ;f,  il  suit  évidemment  de 
la  forme  linéaire  des  équations  (54),  (56)  et  de  celles  qui  s'en  déduisent 
que,  pour  obtenir  les  valeurs  générales  des  inconnues  du  problème  dans 
le  cas  où  l'on  suppose 

il  suffit  de  faire  la  somme  des  valeurs  qu'on  trouverait  pour  ces  mêmes 
inconnues,  i*'  dans  le  cas  où  l'on  supposerait 

2^  dans  celui  où  l'on  supposerait 

C'est  pourquoi  nous  allons  examiner  successivement  chacune  de  ces 
deux  hypothèses. 

.5.  Admettons  d'abord  la  première  hypothèse,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  supposons 

^(a)=:o. 

On  aura,  par  suite, 

9(m)=ro, 

ou  du  moins,  en  vertu  de  la  Note  XII,  la  fonction  ç(/w)  disparaîtra  des 
valeurs  de  toutes  les  inconnues.  Par  conséquent,  l'équation  (5G)  de- 
viendra 

/=-7-  \    /  cosmj:cosm^g^/4'(''*)''*''^'^' 

Si  dans  cette  dernière  on  introduit  la  fonction  F  à  la  place  de  <j/,  en 
ayant  égard  à  la  première  des  équations  (Sy),  on  trouvera  {voir  la 
Note  XI) 

(US)    ,  7=-  /       /     cos a^ g^tcosii (ta -'X)¥ [ta] (ttadiJL, 
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Cela  posé,  la  seconde  des  équations  (4(3)  donnera 


rintégrale  f  ydt  étant  prise  depuis  /=:o,  puisque  Q  doit  s'évanouir 
avec  /. 

Si  maintenant  on  suppose  que  F(nj)  n'a  de  valeur  sensible  qu'entre 
des  limites  très-resserrées  et  pour  de  très-petites  valeurs  de  ct,  et  que 
l'on  fasse,  pour  abréger, 


il  sera  indifférent  de  prendre  les  intégrales 


I  F(nj)cfGT,       /  cosa[Ta  — x)¥{fs)dxs 


entre  les  limites  ct=  —  oo,  ct  =  oo,  ou  bien  entre  les  limites  hors  des- 
quelles la  fonction  F(cj)  n'a  plus  de  valeur  sensible;  et,  par  suite,  on 
aura  à  très-peu  près 


I  C0Sjx(nj  — J?)  F(cy)ûfe  =  Gcos/:xa:, 


d'où  l'on  conclura 


f    1 

TT 


I  Q  — — o —  I  sinirg^t  cosfxx-Ç' 

\  [^ 

On  aura  ensuite,  par  le  moyen  des  équations  (4(>)>  l^s  valeurs  de  U 
et  de  V.  Enfin,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  q^  on  pourra  em- 
ployer la  méthode  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  la  Section  III  de 
la  première  Partie  pour  déterminer  la  valeur  générale  de  q^  lorsqu'on 
connaît  celle  de  Qo.  On  peut  aussi  déduire  directement  la  valeur  de  q  de 
la  première  des  équations  (54).  En  effet,  lorsque  dans  cette  équation  on 


«2  MEMOIKE 

■«.-.pprff.^r  fr  U^riï.*  *>'^  Lk  f ,-•*.*[  .asm   «st  r>*c.:VrTii«**,  oq  i  iJ2pî«*ni«it 


1/ 


•       •  •    • 


\f  Kioy^n  d#?  la  pr^rrii^re  é«]'i^tIon    S7  ,  on  trouve 


"-    —         -    .  ,j^ 


'>;  q    .  *^-^   j        j      rAtï  j.' ^  t  *':irh  j,  «  —  X  ««*•-' F  9  dta—^ 


En  j»ijpjKr*;«ril  que  F  ^    n'ait  iJe  rafèur  3en>îble  que  p«>ar  de  très- 
\fé'û{é'fi  valeurs  Ak  ^,  on  réfiuit  la  formule  pré»:édeole  à 


'•     •-• 


OUi'  fhrrniêre  équation  coïncide  avec  la  s<f«:onde  des  équations    Go 
lorsqu'on  donnp  à  y  de  trè^petites  valeurs  et  qu'on  néglige  les  quan- 
tités du  M'cond  ordre;  elle  se  réduit  à 

9  =  0 

lor»<|u'on  donne  kyde  très-grandes  valeurs  négatives. 

La  valeur  générale  de  q  étant  déterminée  comme  on  vient  de  le  voir, 
on  déduira  facilement  des  équations^sj;  les  valeurs  des  trois  inconnues 

II,  V,  p. 

0  calcul  n'ayant  aucune  difliculté,  je  vais  passer  à  la  seconde  des  deux 
liypotiirscs  mentionnées  ci-dessus,  dans  laquelle  on  a 

6.  En  admettant  la  seconde  hypothèse,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  supposant 

F;fl]  =  o, 

on  trouve  d'abord  que  la  fonction  ^(m)  doit  disparaître  entièrement  du 
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calcul;  par  suite,  les  équations  (54)  deviennent 

(63)  { 

Q=\    I     cosm^cos/ii'''g^/9(m)rfm. 

Si  dans  celles-ci  on  introduit  la  fonction  îf  à  la  place  de  <p,  en  ayant 
égard  à  la  seconde  des  équations  (57),  on  trouvera  [voir  la  Note  XI) 

(64)  "^    —    0 
Q=-   /       I     co^ik^g^tcosyi[^  —  x)^[xs)dmdik. 

Supposons  maintenant  que  ê[xs)  n'ait  de  valeur  sensible  que 'pour 
de  très-petites  valeurs  de  ct,  et  faisons  de  plus,  comme  dans  la  Section  III 
de  la  première  Partie  (n**  5), 


(65)  H=  r*ï(By)rfGj; 


on  aura  à  très-peu  près   . 

I  cos/7(?D  —  :r)#(cj)(/Bj=:Hcosa^, 

et,  par  suite,  les  équations  (64)  deviendront 

/  HT*         -  - 

[q=:—ï     cos/A-^g^/cos/x^eH-rrfa, 

(66) 

H  r*      -  - 

Q=—  I     cosyL^g^tcosiixdyL. 


On  déduira  facilement  de  ces  dernières  les  valeurs  des  autres  inconnues 
dans  l'hypothèse  que  l'on  considère. 

7.  En  réunissant  les  valeurs  de  y  et  de  Q  trouvées  dans  les  n*^*  5 


I 
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et  6,  on  a 

^      Gff='ô  /•"  .     ^J.  du.      H  /•-         ^J.  , 

« 

les  constantes  G  et  H  étant  respectivement  déterminées  par  les  équations 

(68)  G^  CF{m)dTs,    R=  C^[m)dfs. 

Telles  sont  les  valeurs  générales  de  y  et  de  Q,  pour  le  cas  où  Ton  a, 
dans  le  premier  instant, 

et  où  l'on  suppose,  en  outre,  que  b  et  Q©  n'ont  de  valeurs  sensibles  que 
pour  de  très-petites  valeurs  dq  a.  On  déduira  sans  peine  des  équa- 
tions (67)  les  valeurs  des  autres  inconnues  par  le  moyen  des  équa- 
tions (27)  et  (46).  Ainsi,  par  exemple,  l'ordonnée  y  de  la  surface  sera 
déterminée  par  la  formule 

(69)  jr^^—j     cos^A^g^ tcosyLxdii j-  j     sin/x^g^/cos/ixfx^rffjt. 

Quoique  le  second  terme  de  cette  formule  soit  affecté  du  signe  — ,  il 
n'en  faut  pas  conclure  qu'il  ait  une  valeur  négative.  En  effet,  l'inté- 

ûï\^^gUco^}j.x^^d^  peut  avoir  une  valeur  négative,  et  c'est  ce 

qui  arrive  toujours  lorsque  x  a  une  valeur  considérable  relativement  à  /*. 
Si  dans  la  première  des  équations  (67)  on  suppose  /  =  o,  on  aura 


Il  II 


x=^a,    x^^by    q^ziqof    sin [i^ g^  t=z  o^    cosfx^g^*/ —  1, 

et  par  suite 

(70)  '•'^^/     cosa/ze-i^(-*)rf/xr=-  hi^a'i^ 
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Ce  résultat,  étant  parfaitement  d'accord  avec  l'équation  (33)  (I**  Partie), 
confirme  l'exactitude  des  calculs  que  nous  venons  de  faire. 

8.  Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  seulement  eu  égard 
à  deux  dimensions  du  fluide.  Pour  passer  au  cas  de  trois  dimensions, 
il  faudra  substituer  les  équations  (26)  et  (45)  aux  équations  (27) 
et  (46).  Mais  ce  changement  n'apportera,  comme  on  va  le  voir,  que 
de  légères  modifications  à  l'analyse  dont  nous  avons  fait  usage.  On 
trouvera  d'abord,  en  raisonnant  comme  dans  la  première  Partie  (Sec- 
tion III,  n**  7),  que,  pour  satisfaire  à  la  première  des  équations  (26), 
on  doit  supposer 

\^  r*  c"  A 

(•ji)  ?—  >    /      /     cosmxcosnze^^*-^'^*^*yf[m^n,t)dmdny 

/[rrij  riy  t)  étant  une  fonction  arbitraire  des  trois  quantités  /w,  /i,  t,  et 
le  signe  2  ayant  la  même  signification  que  nous  lui  avons  toujours 
attribuée.  Par  suite,  on  aura,  pour  remplacer  les  équations  (49)»  les 
quatre  suivantes  : 

Q  =:  /Il     cosmxcos/is/(m, /î, /)rfmrf/i. 


U=      T/    /      /      Sïnmxcosnzf{my  n,  t)mdmdn. 


V  ==  — ^N    /      /     cosmxcosnzf{m,n,t){m^-\-n*^)'^dmdn, 


0      •'O 


W=      3  X    /      /     cosmar  sinnzf[m,  /i,  t)ndmdn. 


En  passant  k  la  première  des  équations  (45),  on  trouvera  qu'elle  a 
pour  intégrale  générale 

^cos(m2-+-/i2)V^  (p(m,/i)  [  Jmrf/i, 

-h  sin [m^ -f- n^  f^ t^[w,n) 
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les  quatre  signes  C»  I9  99  ^  désignant  autant  de  fonctions  arbitraires. 
Cela  posé,  la  quatrième  des  équations  (45)  deviendra 

1      -  sin(/7î2-f-/i2)^g^/iKm,n)  ,' 


Pour  faire  coïncider  les  deux  valeurs  de  Q  et  les  deux  valeurs  de  V  que 
fournissent  les  équations  (72),  (73)  et  (74)»  il  suffira  de  supposer 


1  <  11 


d'où  Ton  conclura 

Ç[m,  «)  — o,     ^(m,  n)  =0. 

Au  reste,  Téquation  ^(/w,  n)  =  o  peut  aussi  être  déduite  directement 
de  cette  considération  que,  pour  des  valeurs  infinies  de  /,  les  quantités 
Q,  U,  V,  W  ne  doivent  pas  devenir  infinies.  Enfin,  si  la  disparition 
des  fonctions  arbitraires  ^(/n,  n),  ^(m,  n)  ne  paraissait  pas  sutlisam- 
ment  établie  par  les  considérations  précédentes,  on  pourrait  lever  toute 
incertitude  à  cet  égard,  en  opérant  sur  les  intégrales  elles-mêmes,  au 
lieu  d'opérer  sur  les  fonctions  qu'elles  renferment  {voir\tk  Note  XII). 
La  disparition  des  deux  fonctions  ^(m,  n),  ^(m,  n)  réduit  les  valeurs 
de  9  et  de  Q  à 

+  sin  (m2  +  n» )^g^/  ^  ( m,  n)  ) 
n      V    r"  r*  i      cos[m^-hn^y^i  o{m,n))   .     , 

Par  suite,  la  seconde  des  équations  (45)  donnera,  pour  la  valeur  gé- 
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nérale  dey  relative  à  la  surface. 


1    I 


et,  si  Ton  suppose,  conformément  aux  équations  (18)  (I**  Partie),  que 
les  valeurs  initiales  de  y  et  de  Q,  savoir,  b  et  Q©,  soient  respective- 
ment 

(  b   =z  F{a,  c), 
''^^  n       i) 

on  trouvera,  pour  déterminer  les  fonctions  arbitraires  ç  et  ^j^,  les  deux 
équations 

F(a,  c)  =  — p-\    I       I     cosmacos/icvKm,  n)(m2-4- /i2)*rfmrf/i, 

(79)    '  ^ 


^[Of  c)  =  \    I      j     cosmacosnc(f[m^  n)dmcln. 


Supposons  qu'au  moyen  de  ces  dernières  on  introduise  dans  les  équa- 
tions (76)  les  fonctions  F  et  .f,  au  lieu  de  ^  et  de  ç,  les  valeurs  gé- 
nérales de  ^r  et  de  Q  deviendront  {voir  la  Note  XI) 

,  =  ê /" /■  X'X"  «'" (f^v) V' sin V  ces n^-f iL+iL-Z^/f  ,(,v.i. F(,, p)rf,rfp  ^ 
+  —   r  r  r  rcos(HV< «mv cos H^""^^' •*: ^P- ^^'> ^d^viV ^(g,,p] dmdpdiidv, 

(80)  ^      "*"  ^-^-^.  '«  4 

n  /^  r"  r"  r  r  •  t  \tJ,  .      [L^-^+ip-iH^p/    ^J  ^  '^/^'/i' 

Q  =  s-^  I      j      I      I     sin(fiv)'g^/sinvcos*^ '■ — y-^ '-^^F(xa,p)atad^-i-—j 


Si  Taction  des  causes  motrices  n'a  embrassé,  dans  le  premier  instant, 
qu'une  très- petite  étendue  de  surface  adjacente  à  l'origine  des  coor- 
données, les  fonctions  F(cy,  p),  ^(cy,  p)  n'auront  de  valeur  sensible 
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que  pour  de  très-petites  valeurs  de  cr  et  de  p;  et  si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

I  H=  /  /  ^[ia,p]dmdp. 


8.) 


les  équations  (80)  se  réduiront  à 


I 


-h 


—    I      /    cos(/:jtvf  g^/sinvcos^ y — ^-^  e^v-^^^rdiidv. 


'89. 


Q  =  ^^/Y*sin(^y)V^si 


sinvcos 


4 


—Tj    I      I     cos[iJLv)g^l  Sinvcos- 7 — —dyLOv. 

'^      «/o     */o  4 


Lorsque,  dans  la  première  de  celles-ci,  on  suppose  /  =  o,  elle  devient 

?o= — 5  /      /     sinvcos^ ^ — ^eCi*^J'*rf|[jLrfv. 


On  peut  aussi  mettre  cette  dernière  équation  sous  la  forme  suivante  : 


4fx 


car  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  |x  par  -^^^2'  ^^  ?"*  '^^  change 
pas  les  limites  de  l'intégrale.  Si,  dans  la  valeur  précédente  de  ^o*  ^^ 
change  [/.  en  v,  et  qu'on  ajoute  la  nouvelle  valeur  ainsi  obtenue  à  la 
première,  on  trouvera  pour  la  demi-somme 


H  /**   /** 


{-*) 


(voir  la  Noie  IV). 


.1 
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Celte  dernière   équation,  étant  parfaitement  d'accord  avec  la  for- 
mule (46)  (I**  Partie),  confirme  l'exactitude  de  notre  analyse. 

Les  valeurs  générales  de  y  et  de  Q  étant  déterminées  par  les  for- 
mules (82),  on  en  déduira  facilement  les  valeurs  des  autres  inconnues 
par  le  moyen  des  équations  (26)  et  (45).  Ainsi,  par  exemple,  l'or- 
donnée y  de  la  surface  aura  pour  valeur 

k/—     — j      I       I     cos(/uv)*g"'/smvcos^ y — '-^- d^dv 

I _.    I       I     sm(p.v)*g"'/smvcos^^ -7 — ~  ^i^uy  d^dv, 

\  27r2g^ô*^^'    ^^  ^ 

Au  reste,  nous  renvoyons  la  discussion  de  ces  valeurs  à  la  troisième 
Partie. 

9.  Les  formules  précédemment  trouvées  fixent  d'une  manière  pré- 
cise, à  chaque  instant,  l'état  du  fluide  que  l'on  considère;  mais  elles 
deviendraient  insuffisantes  si  l'on  voulait  comparer  l'état  du  fluide, 
au  bout  du  temps  /,  avec  l'état  initial.  Au  reste,  il  est  facile  d'établir 
cette  comparaison,  lorsque  les  diverses  molécules  fluides  ne  font  que 
de  très-petites  oscillations  autour  de  leurs  positions  primitives.  En 
introduisant  cette  hypothèse  dans  nos  formules,  nous  obtiendrons  des 
résultats  qui  seront  exacts,  toutes  les  fois  qu'ils  seront  d'accord  avec 
l'hypothèse  elle-même.  Cet  accord  a  efl'ectivement  lieu  dans  le  cas  que 
nous  avons  particulièrement  traité,  savoir,  celui  où  les  causes  motrices 
avaient  peu  d'intensité  à  l'origine  du  mouvement.  En  conséquence, 
on  pourra,  dans  les  équations  ci-dessus  trouvées,  considérer  lès  coor- 
données X,  y,  z  de  la  molécule  m,  au  bout  du  temps  /,  comme  ne 
différant  de  ses  coordonnées  initiales  a,  6,  c  que  de  quantités  très- 
petites;  et,  comme  lesf  inconnues  que  déterminent  ces  diverses  équa- 
tions sont  déjà  très-petites  elles-mêmes,  en  négligeant  les  quantités 
du  second  ordre,  on  pourra,  dans  les  valeurs  de  ces  inconnues,  rem- 
placer immédiatement  ic,  y,  z  par  a,  b,  c.  On  obtiendra  de  cette 
manière  les  vitesses,  la  pression,  l'impulsion  et  l'ordonnée  de  la  sur- 
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face,  exprimées  au  moyen  du  temps  et  des  coordonnées  initiales.  Il 
ne  restera  plus  alors  qu'à  déterminer,  en  fonction  du  temps  et  de  ces 
mêmes  coordonnées,  les  coordonnées  variables  ^,  j,  z.  On  y  parvient 
de  la  manière  suivante. 

Si  Ton  considère  a  la  fois  les  six  quantités 

comme  fonctions  des  quatre  variables  indépendantes 

a,  b,  c,  /, 
on  aura 

/Qft\  ^^  ^X  ^^ 

(85)  ^  =  «.    f^^^,    jj7-«'; 

et  par  suite,  en  supposant  les  intégrales  prises  depuis  /  =  o, 


(86)  x  —  a-\-ludl,     yr=b-h  1  vdt,     z  =  c -4-  / 


wdt. 


Cela  posé,  comme  les  vitesses  w,  i^,  U^  se  trouvent  exprimées  de  la 
même  manière,  soit  en  a,  6,  c,  /,  soit  en  .r,  y,  z,  /,  il  suffira,  pour 
obtenir  les  valeurs  de  a?,  y%  z  en  a,  6,  c,  /,  de  substituer  pour  m,  i',  w, 

m 

dans  les  équations  (86),  leurs  valeurs  en  x,  y,  s,  /,  et  de  remplacer, 
soit  avant,  soit  après  l'intégration ,  a?,  y,  z  par  a,  &,  c. 

Si  dans  la  seconde  des  équations  (86)  on  suppose  la  vitesse  v  rela- 
tive k  l'un  des  points  de  la  surface,  on  aura 

V        '    ^'0 

•  i;  V   -  -       —      -  " 

et  par  suite,  en  déterminant  convenablement  la  constante  introduite 
par  l'intégration, 

^~~  gd  dt  * 

Cette  dernière  valeur  de  y  est  en  effet  l'ordonnée  de  la  surface  que 
donne  la  seconde  des  équations  (45).  D'ailleurs,  comme  cette  valeur 
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I 
I 


est  très-petite,  il  devient  indifférent  d'y  remplacer,  ou  non,  a:  et  z  par 
a  et  c,  ainsi  que  le  suppose  la  seconde  des  équations  (86). 

Si  l'on  observe  que  les  vitesses  a,  i^,  w,  multipliées  par  ^  et  prises 
en  signe  contraire,  sont  respectivement  égales  aux  différences  par- 
tielles de  la  fonction  q  par  rapport  à  a:,  y,  z,  et  que  l'on  conçoive  dans 
cette  même  fonction  a?,  j,  z  remplacées  par  a,  6,  c,  on  trouvera  que 
les  équations  (86)  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 

les  intégrales  relatives  a  /  devant  toujours  être  prises  depuis  /  =  o. 

Si  l'on  veut  faire  abstraction  d'une  des  trois  dimensions  du  fluide, 
il  suffira  de  supposer 

I  dq 

«'  n^  —  j   -^  :=  O. 

Ô    OC 

Alors  la  valeur  de  z  sera  constante,  et  les  valeurs  de  x  eX  Ae  y  seront 
toujours  déterminées  par  les  équations  (86)  ou  (87). 

Résumé.  —  Si  l'on  suppose  que,  dans  le  premier  instant,  les  impul- 
sions appliquées  à  la  surface  du  fluide  et  l'altération  du  niveau  de 
cette  surface  aient  été  fort  petites  près  de  l'origine  des  coordonnées, 
et  tout  à  fait  nulles  à  des  distances  sensibles  de  cette  origine,  on 
obtiendra  les  résultats  suivants  : 

i^  Si  l'on  se  borne  à  considérer  deux  dimensions  dans  le  fluide,  en 
désignant  par 

(88)  b  =  Y[a],     Qo  =  ^{a) 

l'ordonnée  et  l'impulsion  initiales  relatives  à  la  surface,  et  faisant, 
pour  abréger, 

G  =  /     lt[xs)di3y 


{89) 


H=  r"^(cj)rfra, 


l 
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on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  de  rimpulsion  q. 


\ 


I 


q  =  -^  /      sinszV 


(90) 

1  II       "•«  j^    JL 


»  • 


En  faisant  dans  celte  dernière  v  =  o,  ou,  pour  mieux  dire,  en  né- 
gligeant V,  on  formera  la  valeur  générale  de  Q,  et  Ton  obtiendra 
ensuite  les  valeurs  des  inconnues/»,  u^  r  relatives  à  tous  les  points  de 
la  masse  Quide,  ainsi  que  celles  des  quantités  v,  l\  Y  qui  se  rapportent 
aux  ditTérents  points  de  la  surface,  par  le  moyen  des  équations  (27^ 
et    46  . 

Après  avoir  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  diverses  inconnues  en 
fonction  des  coordonnées  variables  et  du  temps,  si  Ton  veut,  à  la  place 
des  coonlonnées  variables,  introduire  les  coordonnées  initiales,  il 
suffira  de  remplacer  dans  les  valeurs  trouvées  x  par  a,  et  v  par  b.  De 
plus,  on  aura,  pour  déterminer  x  et  jr  en  a«  &,  /,  les  deux  équations 


9' 


dans  lesquelles  on  doit  considérer  u  et  r  comme  fonctions  de  a«  6,  /, 
et  prendre  les  intégrales  depuis  /  =  o. 

2^  Si  Ton  restitue  au  fluide  ses  trois  dimensions,  les  équations  88\ 
89    et    90    deviendront  respectivement 

Q2  *  =  F  a,  c  »     Q»  —  ^  fl,  o  ; 


•>^ 


* 

f  H  ^^  I        I      r*  sy,  s  ihfdzz 


a  *    —4 


4 


i  H  i     "      j"  T      4  .  X^—   ^2     ^ 
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En  faisant  dans  cette  dernière  y  =  o,  on  trouvera  la  valeur  générale 
de  Q,  et  l'on  obtiendra  ensuite  les  valeurs  des  autres  inconnues  par 
le  moyen  des  équations  (26)  et  (45). 

Enfin,  si,  au  lieu  d'exprimer  les  inconnues  en  fonction  des  coordon- 
nées variables  et  du  temps,  on  veut  les  exprimer  en  fonction  du  temps 
et  des  coordonnées  initiales,  il  suffira  de  remplacer  x^  y,  z  par  a,  i,  c, 
sans  rien  changer  aux  formules,  et  Ton  aura  en  outre,  pour  détermi- 
ner les  valeurs  de  ic,  y^  z  en  a,  6,  c,  /,  les  équations 

(95)  x—.a-^\  udtf     jr=:  b -h  j  vdt,     z  —  c -^  j  wdty 

dans  lesquelles  on  doit  considérer  a,  v,  w  comme  fonctions  de  a,  6, 
c,  /,  et  prendre  les  intégrales  depuis  /  =  o. 


Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  I.  I  o 


7^  MEMOIRE 


TROISIÈME  PARTIE. 


LOIS   GÉNÉRALES   DU   MOUVEMENT  DES  ONDES 


SECTION  PREMIÈRE. 

Dr  <:as  or  l'on  ne  considère  que  deux  dimensions  dans  un  fluide. 

1.  Imaginons  que  le  niveau  naturel  d'un  fluide  ait  été  altéré  dans 
une  portion  de  sa  surface  par  une  cause  quelconque,  et  qu'au  moment 
d'abandonner  cette  portion  de  surface  à  elle-même,  on  ait  appliqué  à 
chacun  de  ses  points  une  impulsion  déterminée.  Si  l'on  rapporte  le 
plan  du  fluide  à  trois  plans  rectangulaires  ayant  pour  intersections  les 
axes  des  x,  y  et  z,  et  si  l'on  choisit  pour  plan  des  x  et  z  celui  qui  ter^ 
mine,  dans  le  premier  instant,  les  parties  du  fluide  dont  le  niveau  n'a 
point  été  altéré,  on  pourra  concevoir  que  toutes  les  sections  parallèles 
au  plan  des  x,  y  aient  subi  dans  leur  niveau  les  mêmes  altérations, 
et  aient  été  soumises  à  des  impulsions  égales.  C'est  ce  qui  arriverait, 
par  exemple,  si  l'on  mettait  le  fluide  en  mouvement,  en  y  plongeant, 
pour  le  retirer  ensuite,  un  cylindre  d'une  longueur  indéflnie  et  dont 
l'axe  serait  parallèle  à  celui  des  z^  ou  bien  en  frappant  la  surface  du 
fluide  avec  le  même  cylindre  mis  en  mouvement  par  une  force  perpen- 
diculaire à  son  axe.  Dans  cette  hypothèse,  les  molécules  du  fluide, 
qui  seront  semblablement  situées  dans  des  plans  parallèles  à  celui  des 
.r,  j,  devront  se  mouvoir  de  la  même  manière;  et  par  suite,  pour 
fixer  les  lois  du  mouvement,  il  suflîra  d'avoir  égard  aux  molécules 
comprises  dans  le  plan  vertical  des  a:,  y. 

Afin  d'obtenir  des  lois  régulières  à  peu  de  distance  de  l'origine  des 
coordonnées,   nous   supposerons  que   les   impulsions   primitivement 
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appliquées  à  la  surface  du  fluide,  et  Taltération  de  son  niveau,  étaient 
fort  petites  près  de  l'origine,  et  tout  à  fait  nulles  à  des  distances  sen- 
sibles. Cela  posé,  on  trouvera  les  résultats  suivants. 

2.  Les  impulsions  appliquées  à  la  surface  se  communiqueront  en 
partie  aux  diverses  molécules  de  la  masse  fluide,  et  il  en  résultera 
dans  l'instant  même,  pour  chaque  point,  une  impulsion  et  des  vitesses 
déterminées  parallèlement  aux  axes  des  x  et  j.  Pour  des  points  situés 
à  une  distance  sensible  de  l'origine  des  coordonnées,  cette  impulsion 
et  ces  vitesses  seront  déterminées  par  les  équations 


(I) 


H(-6) 

9o 

7r(a2H-62)* 

I/o  — 

H     om[      b) 

r.$  [a'^-{-b'^y^' 

t'o 

H      a2      fc2 

[voir  la  I**  Partie,  Section  III),  dans  lesquelles  a,  b  représentent  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque,  S  la  densité  du  fluide,  et  H  la 
somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chaque  élément  de 
surface  par  l'impulsion  qui  lui  est  appliquée,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  produit  de  l'impulsion  moyenne  par  la  portion  de  surface 
soumise  à  l'action  des  forces  impulsives.  L'impulsion  et  les  vitesses 
sont  donc  proportionnelles  à  la  portion  de  surface  dont  il  s'agit,  ainsi 
qu'à  l'impulsion  moyenne.  De  plus,  les  vitesses  sont  en  raison  inverse 
de  la  densité.  Mais  elles  sont,  ainsi  que  l'impulsion,  tout  a  fait  indé- 
pendantes de  la  forme  initiale  de  la  surface  à  laquelle  on  peut  se 
dispenser  d'avoir  égard ,  et  de  la  loi  suivant  laquelle  l'impulsion 
moyenne  était  distribuée  sur  les  différents  points  auxquels  son  action 
devait  s'étendre. 

Si  l'on  désigne  par  m  la  molécule  dont  a  et  b  sont  les  coordonnées 
initiales,  par  r^  sa  distance  à  l'origine,  et  par  Oo  l'angle  que  fait  cette 
distance  avec  le  prolongement  de  l'axe  des  j  au-dessous  du  plan  desœ 

et  :;,  on  aura 

a  =  To  sin  00,      —  b  =  ro  cos  0o, 


lO. 
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oi  par  suite  les  équations  (i)  deviendront 


H  cosdo 


{i)  {  Wo  — 


i^o 


H  sin^^o 
rd      ri 

H  cos  160 

ro       ri 


Soient  maintenant  Rq  la  résultante  des  deux  vitesses  Uq  et  f'o»  c'est- 
à-dire,  la  vitesse  de  la  molécule  m  dans  sa  propre  direction,  et  p© 
Tangie  que  forme  cette  direction  avec  le  prolongement  de  Taxe  des  y. 
On  aura 

(^)  ^1  langpo  = =langïôo, 

el  par  suite    p^z^iOo. 

Il  suit  de  ces  dernières  équations  :  1®  que  la  vitesse  absolue  reste 
la  même  pour  tous  les  points  situés  à  égale  distance  de  l'origine  des 
coordonnées;  2**  que  cette  vitesse  décroit  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  à  Torigine,  en  sorte  que  pour  de  grandes  distances  elle 
devient  insensible;  3**  que  sa  direction  forme,  avec  la  ligne  menée  du 
point  que  l'on  considère  à  l'origine  des  coordonnées,  un  angle  égal  à 
celui  que  forme  cette  dernière  ligne  avec  la  verticale.  Ainsi,  par 
exemple,  la  vitesse  est  verticale  et  dirigée  de  haut  en  bas,  comme  on 
devait  le  présumer,  pour  tous  les  points  de  l'axe  vertical  des  j.  Elle 
devient  horizontale  dans  tous  les  points  d'une  ligne  qui,  passant  par 
l'origine  des  coordonnées,  serait  inclinée  à  45*^-  Enfin  elle  est  verti- 
cale, mais  dirigée  de  bas  en  haut,  pour  tous  les  points  situés  à  la  sur- 
face du  fluide.  Cette  dernière  conclusion  parait  d'abord  assez  singu- 
lière, puisque,  auprès  de  l'origine  des  coordonnées,  les  molécules 
doivent  nécessairement  descendre  en  vertu  des  impulsions  appliquées 
à  la  surface.  Mais  il  faut  remarquer  que  les  équations  (3)  s'appliquent 
uniquement  aux  molécules  situées  à  une  distance  sensible  de  cette 
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origine,  et  que  rabaissement  des  unes  doit  être  compensé  par  Télé- 
yation  des  autres. 

On  peut  encore  déduire  des  équations  (2)  et  (3)  plusieurs  consé- 
quences assez  curieuses.  Ainsi,  par  exemple,  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  l'impulsion,  ainsi  que  les  vitesses,  est  insensible  à  de  grandes 
distances;  que  cette  même  impulsion  est  nulle  pour  tous  les  points 
de  la  surface  sensiblement  éloignés  de  l'origine  des  coordonnées,  ce 
qui  est  une  suite  nécessaire  de  la  manière  dont  on  a  posé  la  question; 
que  la  vitesse  horizontale,  lorsqu'elle  existe,  tend  à  éloigner  les  mo- 
lécules fluides  de  l'axe  vertical  des  y;  enfin  que  la  vitesse  verticale 
est  négative  pour  toutes  les  molécules  situées  au-dessous  de  la  ligne 
qui,  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  s'incline  de  45^  à  l'horizon, 
et  positive  pour  toutes  les  autres;  en  sorte  q-ue  les  premières  descen- 
dent, tandis  que  les  autres  montent. 

11  est  aisé  de  s'assurer  que  les  formules  (2)  sont  homogènes,  c'est- 
à-dire,  qu'elles  ne  changent  pas  lorsqu'on  fait  varier  l'unité  de  mesure, 
de  temps  ou  de  densité.  En  effet,  H  est  le  produit  d'une  impulsion 
déterminée  par  une  portion  de  la  surface  fluide,  qui,  dans  le  cas  pré- 
sent, se  réduit  à  une  ligne.  Par  suite,  —  équivaut  à  une  impulsion;  ce 

qui  prouve  que  les  deux  membres  de  la  première  équation  (2)  sont 
homogènes  l'un  par  rapport  à  l'autre.  De  plus,  une  impulsion,  étant 
le  rapport  d'une  quantité  de  mouvement  à  une  surface,  doit  être  con- 
sidérée comme  le  produit  d'une  vitesse  par  une  ligne  et  par  une  den- 
sité. Par  suite,  l'impulsion  -7-»  divisée  par  la  ligne  r„  et  par  la  densité  5, 

équivaut  à  une  vitesse,  ce  qui  s'accorde  avec  les  deux  dernières  des 
équations  (2). 

3.  Après  avoir  fixé  les  lois  suivant  lesquelles  le  fluide  commence  à 
se  mouvoir,  je  vais  examiner  suivant  quelles  lois  ce  mouvement  se 
continue  et  se  propage  d'un  instant  à  l'autre.  Dans  cette  recherche, 
on  ne  peut  plus  faire  abstraction  de  la  forme  initiale  de  la  surface  qui 
a  une  influence  sensible  sur  les  valeurs  des  inconnues;  et  l'on  doit. 
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en  conséqueDc**,  iduieltre  dt-ux  c^ku^es  du  niouv^-iur-Dî,  sii  .f  :  i'  Tal- 
téralion  priuiilive  du  mx^itu  du  fluide  din^  uîj^  i-riî!^  pi-n  a  d^r  sa 
surface,  2''  r^ction  de  (*jri'^r9  impulsive*  appl:quee>  à  lat  }  ■r;^Ii  dont 
il  s'a'/ài.  Au  resîe,  ou  a  faiîl  v*,'îr  diios  la  d^ruxit-iue  Partie  Sr .îiva  III, 
n^  i  que,  pour  oLî^riîr  le>  valeurs  des  iDconDue>  <-aii>  ;r  oi>  •j'i  les 
deux  cauM'S  soûl  reunie>,  il  sufîît  d'ajouler  enlre  elles  lesviîe'jr?  que 
chacune  de>  cau>H>  d^-terniinerail  séparément.  Cesl  p->unj'j-.«;  je  me 
contenterai  d'examiner.  Tune  après  l'autre,  les  deux  hyp.iht-ses  que 
Ton  peut  faire  >ur  la  maulére  dont  le  fluide  a  été  mis  en  oiMUvemeDt. 

4.  Suppo.Vin>  d'abord  que  le  mouvement  du  fluide  ait  été  produit 
par  une  petite  altération  de  niveau  dans  les  points  de  sa  surface  situés 
tout  près  de  l'ori^îine  des  coordonnées.  Les  vitesses  seront  nulles  dans 
le  premier  in>tant.  5Iais,  le  temps  venant  à  croître,  elles  acquerront 
bientôt  une  valeur  sensible.  Alors  chacun  des  p»oints  de  la  surface  du 
fluide  s'élèvera  ou  s'abai<>era  d'une  certaine  quantité  au-dessus  ou 
au-dessous  du  niveau  moyen;  et  l'on  verra  se  former  ainsi  de  petites 
ondes  dont  les  s^jmmets  se  trouveront  déterminés  par  les  points  dont 
l'élévation  ou  l'abaissement  sera  un  maximum.  La  vitesse  avec  laquelle 
ces  sommets  changent  de  place  est  ce  que  nous  nommerons  la  vitesse 
des  ondes.  Elle  doit  être  soigneusement  distinguée  de  la  vitesse  propre 
aux  molécules  situées  à  la  surface  du  fluide,  et  peut  être  fort  difle- 
rente.  Nous  verrons,  en  eflet,  que  la  vitesse  des  ondes  croît  indéfini- 
ment, tandis  que  celle  des  molécules  reste  toujours  comprise  entre  des 
limites  très-resserrées. 

Nous  avons  fait  voir  ci-dessus  [\V  Partie,  Section  I,  n®  5}  qu'à  une 
époque  quelconque  on  pouvait  se  représenter  le  mouvement  du  fluide 
comme  instantanément  produit  par  l'action  de  forces  impulsives  appli- 
quées à  sa  surface.  Dans  cette  hypothèse,  il  existerait,  pour  chaque 
point  de  la  masse  fluide,  une  impulsion  déterminée,  dont  la  valeur, 
exprimée  en  fonction  des  coordonnées  variables  j:,  y  et  du  temps  /,  est 


4,  q^=z-^ —   I     sma''g^/cosaj:  eW-',  » 
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g^  désignant  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur,  S  la  densité  du  fluide, 
et  G  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chaque  élé- 
ment de  surface  par  l'ordonnée  correspondante.  G  représente  donc  la 
section  d'eau  soulevée  par  suite  de  l'altération  du  niveau  dans  une 
portion  de  cette  même  surface. 

Pour  obtenir  la  valeur  Q  de  q,  relative  aux  différents  points  de  la  sur- 
face, il  suffît  de  négliger  dans  Téquation  (4)  la  valeur  de  j,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  supposer  dans  cette  équation  j  =  o.  On  aura  donc 

Lorsqu'on  n'a  pas  dessein  de  comparer  entre  elles  les  positions  suc- 
cessives d'une  même  molécule  fluide,  on  peut  se  contenter  d'exprimer 
les  diverses  inconnues  du  problème  en  fonction  des  coordonnées  varia- 
bles et  du  temps.  Dans  le  même  cas,  les  seules  inconnues  dont  il  faille 
joindre  les  valeurs  à  celles  dey  et  de  Q,  pour  fixer  dans  tous  les  instants 
l'état  de  la  masse  fluide  et  celui  de  sa  surface,  sont,  pour  un  point  quel- 
conque, la  pression  p  avec  les  vitesses  u,  v  dans  le  sens  des  coordonnées, 
et,  pour  un  point  de  la  surface,  les  vitesses  U,  V  et  l'ordonnée  j.  Nous 
ne  parlons  pas  de  la  pression  à  la  surface  du  fluide,  parce  que  nous  la 
supposerons  constamment  nulle;  et  d'ailleurs,  nous  avons  prouvé,  dans 
la  deuxième  Partie,  que  les  lois  du  mouvement  restaient  les  mêmes, 
soit  que  la  pression  à  la  surface  fût  égale  à  zéro,  soit  qu'elle  fût  con- 
stante, ou,  même,  fonction  du  temps.  Quant  aux  autres  inconnues,  leurs 
valeurs  se  trouvent  déterminées,  en  fonction  de  q  et  de  Q,  par  les  deux 
groupes  d'équations 


Toutefois  il  est  bon  d'observer  qu'on  peut  déduire  immédiatement  les 
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vitesses  à  la  surface,  U  et  V,  des  valeurs  générales  de  u  et  de  v,  en  fai- 
sant dans  ces  dernières  J  =  o. 

On  reconnaît  facilement,  k  la  seule  inspection  des  formules  (4)>  (5), 
(6)  et  (7)  :  1*^  que  l'impulsion  et  les  vitesses  sont  nulles  dans  le  premier 
instant;  2*^  que  ces  trois  quantités  s'évanouissent  encore  pour  de  trës- 
grandes  valeurs  négatives  de  j,  c'est-à-dire,  pour  les  points  situés  à  une 
très-grande  profondeur  dans  la  masse  fluide;  3*^  qu'elles  sont  propor- 
tionnelles à  la  section  d'eau  soulevée  dans  le  premier  instant.  Quant  à 
la  pression  p,  elle  est  composée  de  deux  termes.  L'un  de  ces  termes, 
savoir, 

représente  la  pression  qui  aurait  lieu  si  le  fluide  était  en  repos,  et  croît 
indéfiniment  avec  la  profondeur.  L'autre  terme 

dq 
()i 

est  proportionnel  à  la  quantité  d'eau  soulevée  dans  le  premier  instant, 
et  s'évanouit  lorsqu'on  s'abaisse  d'une  quantité  considérable  au-dessous 
du  niveau  de  la  surface.  Enfin  on  peut  remarquer. que  la  pression  et 
l'impulsion  sont  proportionnelles  à  la  densité,  tandis  que  les  vitesses  en 
sont  indépendantes. 

On  démontre  facilement  l'homogénéité  de  l'équation  (4).  En  efl*et, 

si  dans  cette  équation  on  remplace  jx  par  -^9  ce  qui  ne  change  pas  les 
limites  de  l'intégrale,  on  trouvera 

[S]  ^^-ZJ  \      smp.-cos.a—  e^'  -Ç. 

Dans  cette  dernière,  gt'^  désignant  le  double  de  l'espace  parcouru  par  un 
corps  grave  pendant  le  temps/,  -^  et  — j  sont  évidemment  des  nombres 
abstraits.  Par  suite,  l'intégrale  elle-même  est  un  nombre  indépendant 
de  l'unité  de  mesure,  de  temps  ou  de  densité.  De  plus,  y  représente 
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une  surface  divisée  par  un  temps,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  pro- 
duit d'une  vitesse  par  une  ligne;  et  par  suite,  y  S  doit  représenter  une 
impulsion,  ainsi  que  la  formule  le  suppose. 

Lorsque  dans  la  dernière  équation  (6)  on  suppose  y  égale  à  l'ordon- 
née de  ïa  surface,  on  a,  en  vertu  de  la  première  équation  (  7 ),j  =  -^  -t|i 

et  par  suite 

P  — o; 

ce  qui  est  une  suite  nécessaire  de  la  manière  dont  on  a  posé  la  question. 
Enfin,  si  dans  les  équations  (4)>  (5),  (6)  et  (7)  on  change  x  en  —.r, 
les  inconnues  q^  Q,/>,  v,  «^  et  V  ne  changeront  ni  de  signe  ni  de  valeur; 
et  les  vitesses  horizontales  w,  U  conserveront  la  même  valeur,  mais 
changeront  de  signe.  Il  suit  de  là  que  le  mouvement  du  fluide  est 
symétrique  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  y.  C'est  pourquoi  nous  nous 
bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  fixer  le  mouvement  des  molécules 
qui  correspondent  à  des  valeurs  positives  de  x. 

5.  Si,  après  avoir  développé  les  seconds  membre  des  équations  (7), 
on  remplace,  dans  les  valeurs  générales  de  Q,  j,  U,  V,  la  variable  ;a 

par  -^;  et  que  l'on  fasse  en  outre,  pour  abréger, 


(9) 

on  trouvera 


7"? 


^gt^       /r 


/    r\  ^^        r     •        ^  fJL     du. 


(.0) 


G  r     -      M    - 

U  =  — --  /    sina^  sin-i-j-  a*c/a, 

—  G  r  ^  M      - 

V== — --  1    sinpt''' cos-Ç  a^rfu. 

Si  maintenant  on  fait 

1  cosfA^  cos-^rf|:jL  =  a/rK, 

Œuvres  deC, ^S.l.i.l.  II 
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les  équations  '  ro^  deviendront 

1 1 


:gi^  J       dk         • 


4GA2  ^ 


li  reste  à  déduire  des  équations  précédentes  les  diverses  circonstances 
du  mouvement  des  ondes.  G)mme,  en  vertu  de  ce  qu^on  a  dit  ci-dessus, 
re  mouvement  est  symétrique  de  part  et  d*autre  de  Taxe  des  v,  il  suffira 
de  considérer  les  points  pour  lesquels  Tabscisse  x,  et  par  suite  la  valeur 
de  k^  «•st  positive.  Dans  cette  hypothèse.  la  valeur  de  K  pourra  être 
mise  S4»us  la  forme  suivante  ; 


11 


K  =^  I     cos  /ik'u.y  cosyL  du. 


Si,  pour  un  instant  déterminé,  on  veut  fixer  le  nombre  et  la  position 
des  ondes  à  la  surface  du  fluide,  il  faudra  considérer  le  temps  comme 
une  constante,  et  chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  valeur  de  v 
un  maximum  absolu.  Ces  valeurs  se  trouvent  détenninées  par  réquation 


d  A  K 


ou.  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante. 


d  À  K 


ilont  le  premier  membre  est  tout  simplement  une  fonction  de  X—  "^ 


a* 


Si  Ton  désigne  par  X*,,  X.,  X'^,  ...  les  racines  positives  et  réelles  de  celli' 
dernière  équation,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  les  sommets  des 


I 
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ondes  formées,  soit  en  creux,  soit  eu  relief,  à  la  surface  du  fluide,  au 
bout  du  temps  ^  auront  respectivement  pour  abscisses 


I    I 


^=ir  zg^'> 


('4;  \        ^2  ^^ 


Parmi  ces  valeurs  de  Xj  les  unes  fourniront  pour  y  des  maxima  positifs, 
les  autres  des  maxima  négatifs;  ce  qui  servira  à  distinguer  les  ondes 
formées  en  creux  des  ondes  formées  en  relief.  Si  quelqu'une  de  ces 
valeurs  ne  rendait  pas  j  un  maximum,  il  faudrait  la  rejeter. 

Si  Ton  veut  maintenant  déterminer  la  vitesse  avec  laquelle  les  ondes 
se  propagent,  il  faudra  considérer  /  comme  variable  dans  les  équa- 
tions (i4);  et  l'on  verra  immédiatement  que  l'abscisse  du  sommet  d'une 
onde,  ou  la  distance  de  ce  sommet  à  l'origine  des  coordonnées,  croit 
comme  le  carré  du  temps.  Le  mouvement  des  ondes  n'est  donc  pas 
uniforme,  ainsi  que  M.  Lagrange  l'a  supposé  dans  sa  Mécanique  ana- 
lytique, mais  uniformément  accéléré  (*).  Avant  d'obtenir  les  intégrales 
générales  des  équations  du  mouvement,  j'avais  déjà  été  conduit  par 
des  considérations  particulières  à  soupçonner  ce  résultat,  et  j'en  avais 
fait  part  à  M.  Laplace.  Mais  je  n'osais  encore  m'arréter  à  cette  idée, 
lorsque  M.  Poisson  m'y  confirma  par  cette  considération,  que,  pour 
satisfaire  a  la  condition  d'homogénéité,  les  espaces  parcourus  par  les 
ondes,  supposé  qu'ils  fussent  indépendants  de  la  forme  initiale  de  la 
surface,  devaient  être  proportionnels  à  l'espace  parcouru  par  un  corps 
grave,  c'est-à-dire,  à^^/^. 

Puisque  le  mouvement  des  ondes  est  uniformément  accéléré,  la 
vitesse  de  chaque  onde  (mesurée  à  son  sommet)  est  nécessairement 
égale  à  deux  fois  l'abscisse  de  ce  sommet  divisée  par  le  temps.  Par 

(»)  ro/rlaNole  XVI. 

1 1. 
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suite,  en  vertu  des  équations  (i4). 


la  vitesse  de  la  première  onde  sera  . . .     r-g^ 
celle  de  la  seconde 1~  S^' 


celle  de  la  troisième r- ô^ 

'3 


I 


Comme  les  quantités  i^,  t.,,  k^,  ...  sont  toujours  croissantes,  il  en 
résulte  que  la  deuxième  onde  se  meut  plus  lentement  que  la  première, 
la  troisième  plus  lentement  que  la  seconde,  etc.  De  plus,  les  forces 
accélératrices  qui  seraient  capables  de  produire  les  vitesses  de  la  pre- 
mière, de  la  seconde,  de  la  troisième  onde,  etc.,  sont  évidemment  à  la 
force  accélératrice  de  la  pesanteur  dans  le  rapport  des  quantités 

III 

"I        "2        "3 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  pour  fixer  les  lois  de  la  propagation 
des  ondes,  il  faut  comparer  entre  eux,  aux  diverses  époques  du  mou- 
vement, non  pas  les  points  de  la  surface  qui  ont  les  mêmes  abscisses, 
mais  ceux  dont  les  abscisses  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
temps,  ou  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  k.  Eîn  examinant, 
sous  ce  point  de  vue,  les  équations  (10)  et  (i3),  et  observant  que  la 
valeur  de  G  deviendrait  négative  si  dans  le  premier  instant  la  portion 
de  surface  adjacente  à  l'origine  des  coordonnées  avait  été,  non  pas 
soulevée,  mais  déprimée  au-dessous  de  son  niveau  moyen,  on  recon- 
naîtra sans  peine  que  le  mouvement  des  ondes  a  lieu  de  la  manière 
suivante. 

I®  La  vitesse  de  chaque  onde  est  indépendante  de  la  petite  portion 
de  fluide  soulevée  ou  déprimée  à  l'origine  du  mouvement,  et  de  la 
courbure  de  la  surface  qui  terminait  la  portion  dont  il  s'agit.  Elle 
n'est  pas  constante,  mais  proportionnelle  au  temps.  Par  suite,  l'espace 
parcouru  par  chaque  onde,  et  la  distance  comprise  entre  les  sommets 
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de  deux  ondes  consécutives,  croissent  comme  le  carré  du  temps.  Ainsi 
deux  ondes,  qui  paraissent  se  confondre  tout  près  du  centre  du  mou- 
vement, s'écartent,  à  mesure  qu'elles  s'avancent,  d'une  manière  très- 
rapide.  C'est  ce  dont  on  peut  s'assurer  a  la  simple  vue,  en  pressant 
avec  une  baguette  la  surface  d'une  eau  tranquille. 

2?  Tandis  qu'une  onde  s'éloigne  du  centre  du  mouvement  à  des 
distances  croissantes  comme  les  carrés  des  temps,  ses  hauteurs  dé- 
croissent dans  le  même  rapport.  Il  suit  de  cette  loi  que  chaque  onde, 
en  s'avançant,  gagne  en  largeur  ce  qu'elle  perd  en  hauteur;  en  sorte 
que  le  volume  de  fluide  qu'elle  renferme  demeure  constant.  Il  en 
résulte  aussi  qu'au  bout  d'un  temps  assez  court  elle  s'étend  et  s'aplatit 
de  manière  à  devenir  insensible.  Enfin  on  peut  en  conclure  que,  si,  * 
par  la  construction  des  diverses  valeurs  de  l'ordonnée,  on  a  dessiné  la 
surface  du  fluide  pour  un  instant  déterminé,  il  suffira  de  changer  l'é- 
chelle des  hauteurs  dans  un  certain  rapport,  et  l'échelle  des  largeurs 
dans  un  rapport  inverse,  pour  représenter  la  même  surface  dans  un 
autre  instant  pris  à  volonté. 

3**  La  hauteur  de  chaque  onde,  ainsi  que  sa  vitesse,  est  indépen- 
dante de  la  courbure  de  la  surface  qui  termine  la  portion  de  liquide 
soulevée  ou  déprimée  à  l'origine  du  mouvement.  Mais  ell^  dépend  du 
volume  que  renferme  la  portion  dont  il  s'agit,  et  croît  proportionnelle- 
ment à  ce  même  volume.  Ainsi,  pour  des  volumes  égaux,  quoique 
différents  de  forme,  la  hauteur  de  chaque  onde  restera  la  même.  Mais, 
si  le  volume  vient  à  varier,  la  hauteur  variera  dans  le  même  rapport. 
Cette  loi  étant  indépendante  des  signes  des  quantités  que  l'on  consi- 
dère, il  en  résulte  que,  si,  à  l'origine  du  mouvement,  le  fluide  se  trouve 
déprimé,  au  lieu  d'être  soulevé,  les  ondes  se  formeront  en  relief  là  où 
elles  se  formaient  en  creux,  et  réciproquement.  Enfin,  si  dans  le  pre- 
mier instant  deux  portions  de  liquide  très-voisines  se  trouvaient  l'une 
soulevée,  l'autre  dépicimée,  il  suffirait  d'avoir  égard  à  la  différence  de 
leurs  volumes;  et  par  conséquent  le  mouvement  deviendrait  insensible, 
si  ces  deux  volumes  étaient  égaux.  Au  reste,  on  doit  remarquer  que, 
les  trois  dimensions  du  fluide  étant  réduites  à  deux  seulement,  les 


K 


iV    { 


86  MEMOIRE 

volumes  dont  il  s'agit  ici  se  trouvent  représentés  par  des  surfaces  qui 
doivent  être  mesurées  dans  le  plan  vertical  des  x  et  y, 

4**  A  distances  égales  de  part  et  d'autre  du  centre  de  mouvement, 
les  hauteurs  et  les  vitesses  des  ondes  sont  constamment  égales  entre 
elles. 

Les  lois  que  nous  venons  de  décrire  sont  uniquement  déduites  de  la 
seconde  des  équations  (lo)  jointe  à  l'équation  (i3),  qui  en  est  une  suite 
nécessaire.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  examiner  en  détail  celles 
que  fournissent  les  autres  équations.  Nous  observerons  seulement  que 
les  vitesses  U  et  V,  ainsi  que  l'impulsion  Q,  considérées  comme  fonc- 
tions de^  et  de  t,  s'évanouissent  pour  de  trës-grandes  valeurs  du  temps; 
'  ce  qui  veut  dire  seulement  que  les  différentes  molécules  de  fluide,  qui 
font  successivement  partie  d'une  même  onde,  ont  des  vitesses  d'autant 
plus  petites  qu'elles  sont  plus  éloignées  du  centre  de  mouvement. 

6.  Pour  fixer  à  chaque  instant  d'une  manière  précise  la  forme  de  la 
surface  fluide,  il  suffit  de  calculer  la  valeur  dey  que  fournit  la  seconde 
des  équations  (ii),  et  par  suite  de  développer  la  fonction  de  k  repré- 
sentée par  K.  Lorsque  la  valeur  de  k  n'est  pas  très-considérable,  celle 
de  K  peut  être  facilement  déterminée  [voir  la  Note  III  (*)]  par  le  moyen 
de  la  série 

_ _^^___      •      _         \ ._      i_ ; ___.      1 

'i         ^.5.0*       6 .  7  . 8 .  c) .  I  o       b .  y .  I  o .  1 1  . 1  '.î .  i  i .  1 4 

'\ioo/  '       \  M)0  /  \*oo/  \'*>^/ 

—  0,00071031 -^ —  j   -h 0,0000 309 ( -î —  j   — 0,000001  o( -2^ —  I  -f-... 

Lorsque  la  valeur  de  k  sera  très-grande,  on  se  servira  de  la  formule 
voir  la  Note  III),  dans  laquelle  on  pourra,  sans  erreur  sensible,  négli- 

{ »  )  roir  au.ssi  la  Note  XVU. 
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ger  le  terme 


/     e~C2A|i)*  cosa  (/a. 


En  effet,  ce  terme,  abstraction  faite  du  signe,  est  évidemment  plus 
petit  que  l'intégrale 

et,  par  suite,  Tomission  de  ce  même  terme  dans  la  valeur  de  j^  ne  pro- 
duira jamais  une  erreur  égale  à     i 

quantité  très-petite  lorsque  la  valeur  de  k  devient  trës-considérable. 

Si  Ton  substitue  la  valeur  de  K,  donnée  par  la  formule  (i5),  dans 
Téquation  (ï3),  celle-ci,  divisée  par  2^,  deviendra 

5.0  7.0.9.10  9,10.11.1 '2.10.  14 

La  plus  petite,  valeur  positive  de  k,  qui  satisfasse  à  cette  équation,  est 

k\  =  3,0736. . . . 

La  seconde  est 

k'2  =r  8,36. . . , 


De  plus,  si  Ton  donne  à  G  des  valeurs  positives,  la  Valeur  de  y  sera  un 
maximum  positif  dans  le  premier  cas,  un  maximum  négatif  dans  le 
second.  Par  suite,  les  différentes  ondes  se  trouveront  formées,  la  pre- 
mière en  relief,  la  seconde  en  creux,  la  troisième  en  relief,  etc.,  leurs 
vitesses  respectives  étant  de  plus  en  plus  petites;  et  les  forces  accélé- 
ratrices capables  de  produire  ces  mêmes  vitesses  seront  à  la  force  accé- 
lératrice de  la  pesanteur  dans  le  rapport  des  nombres  suivants  : 

Pour  la  première  onde  ...     jr  ■-'■'-  0,3^536. . . 

ni 

Pour  la  seconde  onde -.-  -=  o,  110. . . 

A*2 
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Si  Ton  voulait  déduire  de  réquation  17  la  valeur  de  it,,  le  calcul 
di'vieridrait  trës-pénible.  3Iais  on  peut  obtenir  cette  valeur  et  celles 
ile ki^  k^^  ...  avec  une  approximation  suffisante,  ainsi  qu*il  suit. 

Si  dans  Téquation  'iZ^  on  substitue  la  valeur  de  K  donnée  par  Té- 
quation  f  iG^,  après  avoir  mis,  pour  plus  de  commodité,  Fintégrale 

I     e  '-*î^''costtrf;i 
sous  la  forme  suivante, 

réquation  (i3)  deviendra 


1  1 

.2  f.2 


(«9;     o:=.^[;A^H-3)cosiAr-(A^-3:sîni*]-^JVw^sin^arfu^ 

Le  dernier  terme  de  cette  nouvelle  équation  est,  abstraction  faite  du 
si^^ne,  évidemment  plus  petit  que 


^X' 


.    •     •        A-- 


Il  deviendra  donc  insensible,  pour  peu  que  la  valeur  de  i  soit  considé- 
rable. Dans  cette  hypothèse,  Féquation  (19)  se  trouvera  réduite  à 

(/^-^3)coSîAr—  (A-—  3)sin|Ar=:o; 
d*oii  Ton  conclut 


3 
[10)  UingjAr^ 


'-^/F 


3 

Cette  dernière  équation,  résolue  par  rapport  à  Ar,  a  une  infinité  de 
racines  positives  réelles;  et,  si  on  les  range  par  ordre  de  grandeur,  les 

valeurs  correspondantes  de  t  formeront  une  progression  décroissante, 
ainsi  qu'il  suit  : 

(11)      7- ^- o,  3aa. . . ,     ^  =  0,117...,    y;  ^=  0,069. . . ,     7:=  0,048...,     .... 
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On  doit  remarquer  que  les  deux  premières  coïncident,  quant  aux 
deux  premiers  chiffres  significatifs,  avec  les  valeurs  de  j-  et  de  tt 
déterminées  par  les  équations  (i8).  La  même  coïncidence  devant  avoir 
lieu  a  fortiori  entre  les  autres  valeurs  de  -r  tirées  des  équations  (21)  et 
les  quantités  rr»  tt»  •  •  •»  on  pourra  conclure  des  formules  (21) 

y--  =  0 ,  069 .  .  .  ,       y—  =  O  ,  048  .  .  .  ,        .... 

Y  Y  1 

En  calculant  de  la  même  manière  les  valeurs  de  7-1  7-1  -"i  77-9  et 

réunissant  les  valeurs  ainsi  obtenues  à  celles  de  7-^  7-?  tt»  tt'  on  re- 

connaîtra  que  les  vitesses  des  dix  premières  ondes  peuvent  être  censées 
produites  par  des  forces  accélératrices  qui  seraient  à  celle  de  la  pesan- 
teur dans  le  rapport  des  nombres  suivants  : 


(..) 


pour 
pour 
pour 
pour 
pour 
pour 
pour 
pour 
pour 
pour 


a  première  onde. . .  o, 32536. . . 

a  seconde o,  lao. . . 

a  troisième 0,069. . . 

a  quatrième o,o48. . . 

a  cinquième 0,037. . . 

a  sixième o,o3o. . . 

a  septième 0,025. . . 

a  huitième 0,022. . . 

a  neuvième 0,019. . . 

a  dixième 0,017. . . 


On  peut  remarquer  que  les  six  derniers  nombres  sont  immédiatement 
donnés  par  la  formule 


k       (4/1  —  3)71 

lorsqu'on  y  fait  successivement  n  =  5,  n=^6,  71=7,  n  =  8,  /i==9, 
n=  10.  Il  est  naturel  de  penser  que  cette  même  formule  doit  s'étendre 

OEupres  de  C.  -  S.  I,  1. 1.  12 
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aux  valeurs  suivantes  de  t:',  en  sorte  qu'en  désignant  par/i  le  numéro 
d'une  onde  on  ait  à  trës-peu  près,  pour  des  valeurs  considérables  de  w. 


-îS)  k  =:  [in —  i\i:  =  in  —  TirH--- 


C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  prouver  directement.  Car,  pour  de  grandes 
valeurs  de  k^  le  second  membre  de  Féquation  (20)  se  réduit  sensible- 
ment à  l'unité.  On  a  donc  alors 

>4)  tang|Â=:i, 

et  par  suite 

4 

n  —  i  étant  un  nombre  entier  quelconque;  ce  qui  s'accorde  avec  l'é- 
quation (23). 

Les  valeurs  de  ^,,  k^,  ...  étant  calculées,  il  sera  facile  d'obtenir, 
pour  chaque  onde,  la  valeur  dey  en  fonction  du  temps  seulement. 
Ainsi,  par  exemple,  en  supposant  successivement  ^  =  ^,,  k  =  i^,  on 
trouvera  pour  les  ordonnées  des  deux  premières  ondes 

Ir=z      1,37913...  — ^, 
/  r  =  -8.88 JL. 

7.  Si,  dans  la  seconde  des  équations  (11),  on  substitue  pour  i  sa 
valeur,  on  aura 

« 

ç 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  suppose  x  constante,  et  que  l'on 
fasse  croître  la  valeur  de  /,  celle  de  K  devant  alors  croître  indéfiniment 
en  vertu  de  la  formule  (16),  il  semble,  au  premier  abord,  que  la  valeur 
de  y  finira  par  devenir  plus  grande  que  toute  quantité  donnée,  ce  qui 
serait  absurde.  Pour  expliquer  ce  paradoxe,  il  suffit  d'obsener  que 
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l'équation  (26)  ne  donnera  la  valeur  de  y  avec  quelque  exactitude  que 
dans  le  cas  où  cette  même  équation  pourra  remplacer  sans  erreur  sen- 
sible la  formule  (58)  (II*  Partie).  D'ailleurs,  si  dans  cette  dernière  for- 
mule on  change  (x  en ^  elle  deviendra 


De  plus,  lorsque  la  quantité  i=:5^  est  très-considérable,  l'équa- 
tien  (16)  donne  à  très-peu  près 


f       4  4       1 


j     cosi—^j— cosfxrfa  =  K  =     .,    ^   (sm  j h  cos^  )• 

Dans  la  même  hypothèse,  toutes  les  fois  que  u  a  une  valeur  très-petite 

relativement  à  x,    -^     est  encore  une  quantité  fort  grande;  et  par 
suite  on  a  aussi 


1  j.  4   j. 


I     COS  -i-— ^^ 7  COSuduL  =  — s ^       sin  —-5. ^    -4-  COS  y-r-^ r 

Cela  posé,  l'équation  (27)  se  réduit  à 


aMj    (:r-^)^l-       ^t^""^)  4(^-nT)J  '^- 


Si  maintenant  on  suppose  que  F(ct)  n'ait  de  valeur  sensible  que  pour 
de  très-petites  valeurs  de  a,  on  pourra,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
remplacer  x  —  u  par  x;  et  par  suite  l'équation  (  28)  deviendra 

*''  "^         4  T     4  \      4-^  4^/       ttj:         * 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (26).  Mais  on  voit  en  même  temps  que 
l'équation  (26)  devra  être  uniquement  employée  dans  les  cas  où  il  sera 


12. 
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pennis  de  substituera?  au  lieu  de  07  —  17.  Les  conditions  nécessaires 
pour  que  cette  substitution  puisse  avoir  lieu  sans  erreur  sensible  sont  : 

I**  Que  la  valeur  de  x  soit  très-considérable  relativement  à  celle 
de  ct; 

2®  Que  les  deux  quantités 

qui,  dans  les  équations  (28)  et  (29)»  se  trouvent  comprises  sous  les 
signes  sinus  et  cosinus»  soient  très-peu  différentes  Tune  de  Tautre. 
La  différence  de  ces  deux  quantités  étant 

4<r(x  — cj) 

et  par  conséquent,  lorsque  x  est  beaucoup  plus  grand  que  a,  à  peu 
près  égale  à 

si  l'on  désigne  par  xs  la  plus  grande  valeur  absolue  de  xs^  abstraction 
faite  du  signe,  pour  laquelle  F(cy)  ne  soit  pas  nulle,  et  par  x  la  plus 

grande  valeur  qu'on  puisse  laisser  à  —  relativement  au  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  se  propose  d'obtenir,  on  devra  toujours  supposer, 
dans  l'équation  (26), 

(3o)  \<^.. 

X       ja 

D'ailleurs,  il  est  facile  de  prouver,  à  l'aide  des  formules  (i5)  et  (16) 

{voir  la  Note  V),'que  le  rapport  -r  est  toujours  inférieur  à  l'unité.  Par 

suite,  la  valeur  de  y  donnée  par  l'équation  (26)  ne  pourra  être  em- 
ployée que  dans  le  cas  où  elle  ne  surpassera  pas 

Dans  le  calcul  qu'on  vient  de  faire,  a  est  la  mesure  de  l'approxima- 
tion qu'on  veut  obtenir,  — -  cy'  et  H-  u'  sont  les  limites  hors  desquelles 
la  fonction  F(ct)  s'évanouit,  ou  du  moins  des  quantités  entre  lesquelles 
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ces  mêmes  limites  se  trouvent  comprises,  et  G  représente  la  section 

(le  fluide  soulevée  ou  déprimée  dans  le  premier  instant.  Gela  posé,  si 

Ton  désigne  par  A  la  hauteur  moyenne  du  fluide  dans  cette  section,  on 

aura  évidemment 

G 


et  par  suite 


7=  ou  <A; 

lus 


— 7  =  ou  <;  -a/i. 


On  pourra  donc  prendre 

(32)  -«A 

pour  la  limite  des  valeurs  de  y  que  peut  déterminer  l'équation  (26)  ;  et 
Ton  voit  que  cette  limite  est  proportionnelle,  d'une  part,  à  la  hauteur 
moyenne  du  volume  de  fluide  déplacé  dans  le  premier  instant,  de  l'autre, 
au  degré  d'approximation  que  l'on  se  propose  d'obtenir.  Cette  dernière 
conséquence  était  facile  a  prévoir,  car  nos  formules  sont  d'autant  plus 
approchées,  que  les  ondes  que  l'on  considère  sont  plus  éloignées  du 
centre  de  mouvement;  et  nous  avons  montré  qu'en  s'éloignant  de  ce 
centre  elles  diminuaient  de  hauteur. 

La  distance  à  laquelle  il  faut  s'éloigner  du  centre  de  mouvement, 
pour  qu'on  puisse,  avec  le  degré  d'approximation  mesuré  par  a,  substi- 
tuer l'équation  (26)  à  l'équation  (27),  varie  avec  le  temps.  Pour  déter- 
miner cette  distance  en  fonction  du  temps,  il  suffit  de  remplacer,  dans 

la  formule  (3o),  k  par  ^^ —  Qn  trouve  alors 


(33)  .>fë)%. 


La  distance  cherchée  est  donc  égale  à  (— )  ^»  et  par  suite  proportion- 
nelle au  temps.  Ainsi,  pour  obtenir  avec  le  même  degré  d'approxima- 
tion les  sinus  et  cosinus  qui  entrent  dans  la  valeur  générale  de  y,  il 
faudra,  au  bout  d'un  teinps  double,  s'éloigner  à  une  distance  double; 
au  bout  d'un  temps  triple,  à  une  distance  triple;  etc. 
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Gfk. 
Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  Tinégaiité    3o    par— r*  on 

trouvera,  en  avant  é;^ard  a  Féquation  'j6  , 


IVailleurs,  en  vertu  de  l'équation  16,  la  fraction  -r:  s'évanouit,  lorsqu'on 
donne  â  ide  très-grandes  valeurs,  puisqu'elle  est  alors  de  Tordre  de  -7- 

Il  en  sera  donc  de  même  de  la  valeur  de  v. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que,  si  la  condition  3o  se  trouve  rem- 
plie, la  valeur  dey,  déterminée  par  Féquation  ^26  ,  s'évanouira  néces- 
sairement pour  des  valeurs  infinies  de  /.  En  effet,  dans  cette  hypothèse, 
la  valeur  de  j:,  devant  satisfaire  à  la  condition  (33;,  est  nécessairement 
romparalile  à  celle  de  /,  et  ne  peut  être  qu'un  infini  du  même  ordre,  ou 

d'un  ordre  supérieur.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  i=^^—  étant 
comparable  à  celle  de  /,  et  par  suite  infinie,  celle  de  v  s'évanouira, 

d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer.  Dans  le  second  cas,  la  fraction  - 
s'évanouira;  et,  comme  on  a  toujours  K<Ci,  il  en  sera  de  même  de  la 

fraction  —  et  de  la  valeur  de  v. 

L^examen  détaillé  des  valeurs  de  U  et  de  Y  conduirait  à  des  conclu- 
sions analogues.  Ainsi,  par  exemple,  il  est  facile  de  prouver,  en  suppo- 
sant toutefois  remplie  la  condition  (3o),  que,  pour  des  valeurs  infinies 
et  comparables  de  x  et  de  /,  les  deux  vitesses  U  et  Y  s'évanouissent.  En 

effet,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  k  est  elle-même  comparable  à  x 

i 

et  à  /;  et  celle  de  K,  en  vertu  de  l'équation  (16),  est  de  l'ordre  de  k'. 
Par  suite,  la  valeur  de  U  tirée  des  équations  (11)  sera  de  l'ordre  de 


^^1 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'ordre  de 


/^ 
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et  la  valeur  de  V  sera  de  Tordre  de 


t^^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  Tordre  de 


•± 


en  sorte  que  ces  deux  valeurs  seront  infiniment  petites. 
Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cette  discussion.  Seulement,  pour  ter- 

« 

miner  ce  que  j'avais  à  dire  au  sujet  des  approximations,  je  ferai  observer 
que,  dans  le  cas  même  où  le  niveau  du  fluide  aurait  été  primitivement 
altéré  sur  une  étendue  de  surface  assez  considérable  autour  de  Torigine 
des  coordonnées,  on  trouverait  toujours  des  portions  de  surface  aux- 
quelles l'équation  (26)  serait  applicable.  Il  suffirait  pour  cela  de  s'éloi- 
gner de  Torigine  à  des  distances  assez  fortes,  pour  que  la  quantité 


fût  très-peu  diflerente  de  ^— ;  u'  étant  la  plus  grande  distance  comptée 

à  partir  de  Torigine,  et  abstraction  faite  du  signe,  à  laquelle  l'altération 
du  niveau  fût  sensible  dans  le  premier  instant,  et  la  valeur  de  x  étant 
d'ailleurs  trës-considérable  relativement  à  celle  de  u\ 

8.  Si  Ton  voulait  comparer  l'état  du  fluide,  au  bout  du  temps  /,  avec 

« 

l'état  initial,  il  suffirait,  conformément  au  n°  9  de  la  Section  III  (11*^  Par- 
tie), de.  remplacer  dans  les  valeurs  des  inconnues  /?,  y,  m,  r,  ...  les 
coordonnées  variables  x,  y  par  les  coordonnées  initiales  a  et  h.  Cette 
substitution  étant  effectuée,  les  valeurs  de  x  et  de  jen  a,  6,  /  seraient 
déterminées  par  les  équations 

(35)  x  =  a-h  rudt,    Jr=i-h^c'rf^ 

dans  lesquelles  on  doit  prendre  les  intégrales  depuis  /  =  o.  Comme  les 
valeurs  de  n  et  de  (^,  déterminées  par  les  formules  que  nous  avons  fait 
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connaître,  sont  alternativement  positives  et  négatives,  et  toujours  peu 
considérables,  les  quantités 

vdt 


H'  f 


seront  elles-mêmes  fort  petites,  et  par  suite  les  diverses  molécules  de 
fluide  feront  seulement  de  petites  oscillations  autour  de  leurs  positions 
primitives, 

9.  Je  passe  maintenant  à  la  seconde  des  deux  hypothèses  que  Ton 
peut  faire  sur  la  manière  dont  le  fluide  a  été  mis  en  mouvement;  et  je 
suppose  que,  sa  surface  ayant  été  dans  le  premier  instant  parfaitement 
de  niveau,  le  mouvement  initial  ait  été  produit  par  l'action  de  forces 
impulsives  très -petites,  appliquées  aux  points  de  cette  surface  très- 
voisins  de  Torigine  des  coordonnées.  Dans  cette  hypothèse,  les  molécules 
fluides  acquerront,  dès  le  premier  instant,  des  vitesses  sensibles,  dont 
nous  avons  déterminé  la  valeur,  en  parlant  de  l'état  initial.  De  plus,  il 
suffira,  pour  fixer  au  bout  du  temps  /  l'état  du  fluide  et  celui  de  sa  sur- 
face, de  remplacer  les  équations  (4)  et  (5)  du  n**4  par  les  deux  sui- 
vantes 

ij   /»•         <  ± 
g  =  —  I     cosfA^g^  t  cos fjLX  eV-y du  9 

Q=—   1     cos  [i^  ^  tcos  [IX  d}i, 

en  laissant  d'ailleurs  subsister  entre  les  diverses  inconnues  le$  relations 
établies  par  les  formules  (6)  et  (7).  La  constante  H,  que  renferment  les 
deux  équations  (36),  exprime,  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  la  somme 
des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chaque  élément  de  la  surface 
fluide  par  l'impulsion  qu'il  a  reçue  dans  le  premier  instant,  cette  im- 
pulsion étant  rapportée  à  l'unité  de  surface.  H  est  donc  la  somme  des 
impulsions  que  supportent  les  divers  éléments,  chacun  à  raison  de  son 
étendue.  C'est  pourquoi  nous  désignerons  désormais  cette  constante 
sous  le  nom  d'impulsion  fatale. 

En  comparant  les  équations  (36)  avec  les  équations  (4)  et  (5),  on 
reconnaîtra  facilement  que  la  plupart  des  lois  relatives  à  la  première 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ONDES.  97 

hypothèse  s'appliquent  à  la  seconde,  soit  immédiatement,  soit  avec  de 
légères  modifications.  Ainsi,  par  exemple,  dans  la  seconde  hypothèse, 
comme  dans  la  première,  le  mouvement  est  symétrique  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  des  y.  Dans  les  deux  cas,  l'impulsion  et  les  vitesses 
s'évanouissent  à  de  très-grandes  profondeurs  ;  tandis  que  la  pression 
croit  indéfiniment,  et  finit  par  être  sensiblement  égale  à  celle  qui  aurait 
lieu,  si  le  fluide  était  en  repos.  Dans  le  second  cas  en  particulier,  l'im- 
pulsion et  les  vitesses  restent  constamment  proportionnelles  à  l'impul- 
sion totale  supportée  par  la  surface  dans  le  premier  instant.  Enfin  les 
vitesses  sont  en  raison  inverse  de  la  densité,  tandis  que  la  pression  et 
l'impulsion  en  sont  indépendantes. 
Si,  après  avoir  substitué  la  valeur  de  Q  dans  les  équations  (7),  on 

remplace  ja,  dans  les  valeurs  de  Q,  7,  U,  V,  par  -^»  et  que  l'on  fasse 
toujours,  comme  dans  le  n^  5, 

?^--  z=r /r,      I  cos{i k  11)^  cos II dii=z  K, 

/  Q= /     cosa^cos -^rfa, 

^  =  ^V^^ôl     s»"f^^  eos^  ^^rffX, 


^'=-^àI  cos^'cos^^rf^, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

_   4HA-''    dK 

4HA-»    rfK 
~  r.g^  r  d  dk  ' 


V—  ^ïï*" 


ï   ''r    dk) 


ng'  t*  à        dk 

OKurret  de  C.  —  S.  I,  1. 1.  ■  3 
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Ces  dernières  formules  ont  une  grande  analogie  avec  les  équations  (lOy 
rt  (i  i;.  On  peut  même  remarquer  que  la  valeur  de^  déduite  des  équa- 
tions (jo)  ou  (il),  et  la  valeur  de  Q  donnée  par  les  équations  (38) 
ou  (39),  sont  parfaitement  semblables,  et  ne  différent  que  par  la  valeur 
des  constantes  G  et  H. 

10.  Pour  déterminer  la  position  des  ondes  à  la  surface  dû  fluide,  il 
faut,  dans  la  seconde  des  équations  (39),  considérer  /  comme  constant, 
et  chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent  y  un  maximum,  abstraction 
faite  du  signe.  Ces  valeurs  se  trouvent  déterminées  par  Téquation 

*  0-/2 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  de  i  =  1^—.  Il  est  aisé  d'en 

conclure  que  dans  la  seconde  hypothèse,  comme  dans  la  première,  le 
mouvement  des  ondes  est  uniformément  accéléré.  Du  reste,  en  exami- 
nant avec  quelque  attention  les  équations  (38)  et  (4^),  on  reconnaîtra 
facilement  que  ce  mouvement  est  assujetti  aux  lois  que  je  vais  décrire  : 

I®  La  vitesse  de  chaque  onde  est  indépendante  des  impulsions  primi- 
tivement appliquées  à  la  surface  du  fluide,  et  cette  vitesse  est  propor- 
tionneile  au  temps. 

2®  Les  hauteurs  des  ondes  sont  réciproquement  proportionnelles,  non 
plus  aux  carrés  des  temps,  comme  dans  la  première  hypothèse,  mais 
aux  cubes  des  temps;  elles  diminuent  donc  plus  rapidement  dans  le  cas 
que  nous  considérons  ici. 

3°  Si  Ton  fait  varier  Timpulsion  totale  primitivement  appliquée  à  la 
surface  du  fluide,  la  hauteur  des  ondes  variera  dans  le  même  rapport. 

4*^  A  égales  distances  de  part  et  d'autre  du  centre  du  mouvement,  les 
hauteurs  et  les  vitesses  des  ondes  seront  constamment  égales  entre  elles. 

S*'  Les  vitesses  des  différentes  molécules  fluides  qui  font  successi- 
vement partie  d'une  même  onde  sont  réciproquement  proportionnelles 
aux  quatrièmes  puissances  des  temps. 

Etc. 
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Pour  fixer  d'une  manière  précise  la  hauteur  des  ondes  à  chaque 
instant  et  leur  vitesse,  il  suffira  de  développer  la  valeur  de  y  donnée 
par  la  seconde  des  équations  (Sg),  et  de  résoudre  l'équation  {l\o).  On 

obtiendra   facilement   la  valeur  de  j,   si   Ton   connaît  celle  de  -^  • 

D'ailleurs,  on  déduit  immédiatement  des  équations  (i5)  et  (i6)  les 
deux  formules  suivantes 

(rfK_    _4A;2        (4A^2)2 f4fr'^)3 

dk  4'^       6.7,8.9       8. 9. 10. II. 12. i3 

■il]  /  « 

-TT  =  — j^[sin^/r-4-cos|/r-h/r(cos^/r  — sin^/r)]H ^^   1     e-(2*i*^*cos|uifA'^rfp., 

dont  la  première  pourra  être  employée  quand  la  valeur  de  k  sera  peu 
considérable,  et  la  seconde  dans  le  cas  contraire.  Dans  ce  dernier  cas, 
on  pourra,  sans  erreur  sensible,  négliger  le  terme 

I      r*         i        -!■ 

,    /     e-i^^v-^'cos II  11'^ dix, 

qui,  abstraction  faite  du  signe,  est  évidemment  plus  petit  que 

//If 

Quant  k  l'équation  (4o),  si  l'on  y  substitue  la  valeur  de  ^  tirée  de  h\ 

première  des  formules  (4i),  et  qu'on  divise  ensuite  le  premier  membre 
de  cette  même  équation  par  A,  elle  deviendra 

(4.)  .  _  (4|11 ,.  (4_^)«_ (4J^^.._,. 

o  7*8.9        9.  lo.i  I.I2  .i3 

Si  l'on  désigne  par 

A*l,    /f2,    n3,    .  .  . 

les  racines  de  cette  dernière  équation,  rangées  par  ordre  de  grandeur, 
on  trouvera  pour  la  première  racine 

* 

/fl  r=  1,6733.  .  .  . 

13. 
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Cela  posé,  la  force  accélératrice,  qui  pourrait  être  censée  produire  la 
vitesse  de  la  première  onde,  sera  à  la  force  accélératrice  de  la  pesan- 
teur dans  un  rapport  égal  à 

(43)  ^=:  0,59763.... 

Si  Ton  veut  considérer  des  ondes  qui  soient  relatives  à  des  valeurs 
un  peu  considérables  de  i,  on  pourra,  au  lieu  de  l'équation  (42),  em- 
ployer la  suivante 

"      A-      A"* 
(44)  langi/r= > ^-, 


qu'on  obtient  en  substituant  dans  l'équation  (4o)  la  valeur  de  ^ 

tirée  de  la  seconde  équation  (4i)f  et  négligeant  le  terme  qui  renferme 
l'intégrale  définie.  Pour  de  très-grandes  valeurs  de  *,  la  formule  (44) 
se  réduira  sensiblement  à 

lang^/r=  — i; 

et  l'on  aura  par  suite 

(45)  A- =  ti(n  — i)7rH-|7r, 

n  étant  le  numéro  d'une  onde  prise  à  volonté. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  les  diverses  circonstances  du 
mouvement  des  ondes,  considéré  dans  la  seconde  hypothèse.  J'obser- 
verai  seulement  qu'en  raisonnant  comme  dans  la  première,  on  déter- 
minerait facilement  les  limites  entre  lesquelles  les  équations  (38) 
et  (39)  peuvent  être  considérées  comme  suffisamment  exactes.  Quant 
aux  valeurs  de  a?  et  de  j'  en  a,  6,  /,  elles  se  trouveraient  toujours  dé- 
terminées par  le  moyen  des  équations  (35). 
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SECTION  DEUXIÈME. 

DU    CAS    OU    l'on    considère   A    LA   FOIS    LES   TROIS   DIMENSIONS   DU    FLUIDE. 

1.  Nous  ferons,  pour  le  cas  de  trois  dimensions,  les  mêmes  hypo- 
thèses que  pour  le  cas  de  deux  seulement,  et  nous  obtiendrons  alors 
des  résultats  analogues.  Ainsi  nous  supposerons  toujours  que,  dans  le 
premier  instant,  le  niveau  de  la  surface  du  fluide  a  subi  de  petites 
altérations,  mais  seulement  près  de  l'origine  des  coordonnées,  et  que 
la  portion  de  surface  adjacente  à  cette  origine  a  de  plus  été  sollicitée 
au  mouvement  par  l'action  de  forces  impulsives  peu  considérables. 
Nous  prendrons,  à  l'ordinaire,  pour  plan  des  x  et  Zy  celui  qui  terminait 
primitivement  les  portions  de  la  surface  dont  le  niveau  n'avait  point 
été  altéré,  et  nous  trouverons  alors  les  résultats  suivants. 

2.  L'impulsion  et  les  vitesses  initiales,  dans  toute  l'étendue  de  la 
masse  fluide,  dépendront  uniquement  des  impulsions  appliquées  à  la 
surface,  et  nullement  de  la  forme  primitive  de  cette  surface.  Cette 
impulsion  et  ces  vitesses,  pour  des  points  situés  à  une  distance  sen- 
sible de  l'origine  des  coordonnées,  seront  déterminées  par  les  équations 

_    H          {-h) 
Ço  —  — ï» 

E_        3a{-b) 
(46)  ( 

H  3c(-i) 


«0  =  — »  s  » 


^"*  (a»+62+c»)« 


dans  lesquelles  a,  b,  c  représentent  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque, ^  la  densité  du  fluide,  et  H  la  somme-  des  impulsions  que 
supportaient  dans  le  premier  instant  les  divers  cléments  de  surface. 


102  MÉMOIRE 

chacun  k  raison  de  son  étendue.  Je  désignerai  dorénavant  la  constante  H 
sous  le  nom  d'impulsion  totale.  Cette  impulsion  totale  équivaut  à  une 
certaine  quantité  de  mouvement,  et,  par  suite,  elle  doit  être  le  produit 
d'une  vitesse  par  un  volume  et  par  une  densité.  On  conclut  facilement 
de  cette  remarque  l'homogénéité  des  équations  (46).  On  voit  aussi,  k 
la  seule  inspection  de  ces  mêmes  équations,  que,  dans  le  cas  où  les 
coordonnées  a,  6,  c  conservent  constamment  entre  elles  les  mêmes 
rapports,  c'est-k-dire,  lorsqu'on  compare  entre  elles  les  molécules 
situées  sur  une  même  droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  les 
vitesses  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  cubes  des  distances 
k  cette  origine;  en  sorte  qu'k  une  grande  distance  elles  deviennent 
insensibles. 

Les  valeurs  de  l'impulsion  q^  et  de  la  vitesse  verticale  f^o»  considé- 
rées comme  fonctions  de  a^  b,  c,  dépendent  uniquement  de  l'ordon- 

née  b  du  point  que  l'on  considère,  et  de  sa  distance  (a^-f-c^)^  k  l'axe 
des  y.  La  valeur  de  ç^o  étant  positive  toutes  les  fois  que  l'on  suppose 

et  négative  dans  le  cas  contraire,  il  en  résulte  que,  si  l'on  imagine  un 
cône  droit  vertical  dont  le  sommet  soit  k  l'origine  des  coordonnées,  et 
dans  lequel  le  rayon  de  la  base  soit  k  la  hauteur  comme  la  diagonale 
au  côté  du  carré,  toutes  les  molécules  situées  au  dedans  du  cône  com- 
menceront par  descendre,  et  les  autres  par  monter.  Celles  qui  seront 
comprises  dans  la  surface  du  cône  auront  seulement  des  vitesses  hori- 
zontales. 

La  vitesse  de  chaque  molécule,  mesurée  dans  sa  propre  direction, 
sera  évidemment 

l47)  i^o-^^o-^O^ZZ-^i- 5-^    -  ^-• 


27ro 


[a^ -h  b^ -h  c^'i^ 


Cette  vitesse  dépend  donc  encore  uniquement  de  l'ordonnée  b  et  de  la 
distance  (a* -l-c^)^  k  l'axe  des  j^.  Enfin,  comme,  en  vertu  des  équa- 
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tions  (4(>).  on  a 

(48)  ^.^^^'iî, 

a         c 

ia  résultante  des  vitesses  horizontales  Mq  et  «^o  passe  nécessairement  par 
Taxe  des  y.  Il  suit  de  ces  diverses  observations  que,  durant  le  premier 
instant,  chaque  molécule  de  fluide  se  meut  uniquement  dans  le  plan 
vertical  qui  passe  par  cette  molécule  et  par  Taxe  des  j,  et  que  le  mou- 
vement est  le  même  dans  tous  les  plans  verticaux  menés  par  l'axe 
dont  il  s'agit.  Dans  chacun  de  ces  plans,  les  molécules  s'éloignent  du 
ménie  axe  avec  une  vitesse  horizontale  représentée  par 

3.  Si,  du  mouvement  initial,  on  veut  passer  à  celui  qui  subsiste 
au  bout  du  temps  t,  on  sera  obligé  d'avoir  égard,  non-seulement  à 
l'action  des  forces  impulsives  primitivement  appliquées  à  la  surface  du 
fluide,  mais  encore  à  l'altération  de  son  nive^  dans  le  premier  instant. 
Au  reste,  comme,  en  supposant  ces  deux  causes  de  mouvement  réunies, 
on  obtient,  pour  les  valeurs  des  diverses  inconnues  du  problème,  les 
sommes  des  valeurs  qui  seraient  dues  à  ces  mêmes  causes  prises  sépa- 
rément, il  en  résulte  qu'on  peut  se  borner  à  considérer  successivement 
chacune  des  deux  causes  dont  il  s'agit. 

4.  Supposons  d'abord  le  mouvement  du  fluide  produit  par  une  petite 
altération  de  niveau  dans  les  points  de  sa  surface  situés  tout  près  de. 
l'origine  des  coordonnées.  Les  vitesses  seront  nulles  dans  le  premier 
instant.  Mais,  le  temps  venant  à  croître,  elles  deviendront  bientôt  sen- 
sibles,  et  pourront  être  considérées  {voir  II*  Partie,  Section  I)  comme 
produites  à  chaque  instant  par  l'action  de  forces  impulsives  appliquées 
à  la  surface.  L'impulsion,  qui,  dans  cette  hypothèse,  aurait  lieu  en 
chaque  point  de  la  masse  fluide,  peut  être  déterminée  en  fonction  des 
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coordonnées  variables  a?,  y^  ^  et  de  /  par  l'équation 

(5o)         ^  =  — !i_  I   I  sin(/:jiv)*g-'/sinvcos^ y — —  e(t^>>) v   ^   ^ > 

dans  laquelle  g^  désigne  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur,  S  la  den- 
sité du  fluide,  et  G  le  volume  de  fluide  soulevé  ou  déprimé  par  suite  de 
Taltération  primitive  du  niveau  dans  une  portion  de  la  surface  adja-  1 

cente  à  l'origine  des  coordonnées.  On  doit  observer  que  la  constante  G 
sera  positive,  si  elle  représente  un  volume  de  fluide  soulevé,  et  néga- 
tive  dans  le  cas  contraire. 

Pour  obtenir  la  valeur  Q  de  ^  relative  à  la  surface,  il  faudra,  dans 
l'équation  (5o),  négliger  la  valeur  de  y,  et  l'on  aura  par  suite 

(')i)  Q  =     ^  ^    I    I  sin(fzv)*g^/smvcosi^ y — lc -CL-.. 

Enfin  les  valeurs  respectives  des  vitesses  u,  v,  w  et  de  la  pression  /?, 
l'ordonnée  j' de  la  surface,  et  les  vitesses  de  ses  difierents  points,  seront 
déterminées  en  fonction  de  y  et  de  Q  par  les  équations 

I  dq 

I  dq 

,52)  { 

I  oq 
(V—  —  3  —i 
0  oz 

_    ^  aQ 

^  ~     gd    ôt 
6    dx 

"  i    dz 
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L'inspection  des  équations  qui  précèdent  suffit  pour  montrer  que  les 
lois  relatives  au  cas  où  Ton  considère  deux  dimensions  dans  le  fluide 
subsistent  aussi  dans  le  cas  où  l'on  considère  les  trois  dimensions  à  la 
fois.  Ainsi,  par  exemple,  l'impulsion  et  les  vitesses  sont  constamment 
proportionnelles  au  volume  d'eau  soulevé.  De  plus,  elles  s'évanouissent 
à  de  grandes  profondeurs,  c'est-à-dire,  pour  des  valeurs  infinies  néga- 
tives de  la  variable  j;  tandis  que  la  pression  p  croît  indéfiniment  avec 
la  profondeur,  et  finit  par  obtenir  la  même  valeur  que  si  le  fluide  était 
en  repos. 

En  examinant  de  quelle  manière  les  coordonnées  a?,  j,  z  entrent 
dans  les  valeurs  des  impulsions  q  et  Q,  on  reconnaît  facilement  que  ces 
impulsions  dépendent  uniquement  des  deux  quantités 

y  el  (^2-f-z2):«^ 

c'est-a-dire,  de  l'ordonnée  verticale  du  point  que  l'on  considère,  et  de 
la  distance  de  ce  même  point  à  l'axe  des  j.  Par  suite,  les  vitesses  verti- 
cales f',  V,  la  pression  /?,  et  l'ordonnée  j  de  la  surface,  dépendent  uni- 
quement des  deux  quantités  dont  il  s'agit.  De  plus,  si  l'on  désigne 
par  q'  et  Q'  les  dérivées  respectives  de  ^r  et  de  Q  considérées  comme 

fonctions  de  (a^'-hs^)'-*,  les  équations  (Sa)  et  (53)  donneront 

u  ^-- r?, 

(54;^ 

\v^-:^ T? 


y 


V 


(55; 

w=-J — tQ'- 

On  conclut  des  équations  (54) 

Œuvres  </«?  C.  —  S.  I,  t.  I.  i  4 
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d*oii  il  suit  :  i^  que  la  résultante  des  vitesses  horizontales  li  et  i'  est 

simplement  fonction  dey  et  de  {x^  -+-  z^)'^  ;  2° que  cette  résultante  passe 
par  l'axe  desj^.  Les  équations  (55)  fourniraient  des  conclusions  ana- 
logues. On  peut  donc  affirmer  que,  pour  toutes  lès  molécules  situées, 
soit  dans  l'intérieur  du  fluide,  soit  à  sa  surface,  le  mouvement  a  lieu 
dans  des  plans  verticaux  passant  par  l'axe  des  y,  et  qu'il  est  symétrique 
autour  de  cet  axe,  c'est-à-dire,  absolument  le  même  pour  les  points 
situés  de  la  même  manière  dans  les  plans  verticaux  dont  il  s'agit. 
Ainsi,  quel  que  soit  le  mouvement  des  ondes,  nous  savons  déjà  qu'il 
doit  être  circulaire.  L'expérience  confirme  ce  résultat. 

5.  Puisque  le  mouvement  des  ondes  reste  le  même  dans  tous  les 
plans  verticaux  menés  par  l'axe  des  j^,  il  en  résulte  que,  pour  déter- 
miner les  lois  de  ce  mouvement,  il  suffira  de  considérer  les  molécules 
situées  dans  le  plan  vertical  des  x  et  y.  Pour  toutes  ces  molécules,  on 
aura  5  =  0;  ce  qui  réduit  l'équation  (5i)  à 

(^>'  Q""-aV/      /     sm(^v)V'^smvcos—  -^. 

Dans  le  même  cas,  la  vitesse  W  étant  nulle,  il  sera  inutile  d'avoir 
égard  à  la  quatrième  des  équations  (5û).  Mais  les  trois  autres  détermi- 
neront à  chaque  instant  l'ordonnée  de  la  surface,  ainsi  que  les  vitesses 
horizontales  et  verticales  des  molécules  qui  en  font  partie. 

Si,  dans  l'équation  (Sy),  on  change  (/.  en  3^?  ce  qui  n'altère  point 

les  limites  de  l'intégrale,  et  que  l'on  fasse  pour  abréger 

(58)  /'■=^' 

celte  équation  deviendra 

_       ^Gtfh  r  C  .     ,     À  A   .  dfjidv 

Q  =  l..,    .,    /      /     sina(fxv)'F  sinvcosf* -!— -f- 

"  ^'     ''•    ''•  (ixv)'*' 
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Comme  rien  n'empêche  d'échanger  entre  elles»  dans  cette  dernière 
équation»  les  variables  jjl  et  v,  on  peut  y  remplacer  sinv  cos|x.  par 
sin[x  cosv,  ou  même  par 

sînvcosu -4- sînacosv       •    .    /  v 

r=Tsm(a-+-  v  . 

V 

Par  suite,  on  peut  mettre  la  valeur  de  Q  sous  la  forme  suivante  : 


(59)  Q=^^/Y*sin.(^v)^^^sin(^4-v) 


En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (53),  on 
trouvera 

ArL'2      /••    /•*  ±     * 

(^)  ^^^J^j     J     cos:i(^v)'/r^sin(p-+-v)rf^rfv, 

et,  si  Ton  fait  pour  abréger 

'      /     cos'2(|uiv)*/f^  sin(fjt -h  v)  rf/xrfv, 
on  aura 

6.  Si  maintenant  on  veut  fixer  la  position  des  ondes  à  la  surface  du 
fluide,  il  faudra,  dans  l'équation  (62),  considérer  /  comme  constante, 
et  chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent  y  un  maximum,  abstraction 
faite  du  signe.  Ces  valeurs  de  x  seront  évidemment  déterminées  par 
Téquation 

ùx 

m 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante, 

(63)  -rfÂ-  =  °- 

.4. 
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Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  étant  uniquement  fonc- 
tion de 


k=- 


I  gn 


1     X 


il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  trois  dimensions»  comme  dans  celui  de 
deux,  le  mouvement  des  ondes  est  uniformément  accéléré.  On  recon- 
naîtra d'ailleurs  facilement,  par  la  seule  inspection  des  équationSu(62) 
et  (63),  que  ce  mouvement  a  lieu  de  la  manière  suivante. 

I®  La  vitesse  de  chaque  onde  (mesurée  à  son  sommet)  est  indépen- 
dante du  volume  de  fluide  primitivement  soulevé  ou  déprimé.  Elle  est 
proportionnelle  au  temps.  Par  suite,  les  largeurs  des  ondes  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  des  temps;  et  les  zones  qui  leur  servent  de  base, 
aux  quatrièmes  puissances  des  temps. 

2®  Les  hauteurs  des  ondes  sont  en  raison  inverse  des  quatrièmes 
puissances  des  temps.  En  comparant  cette  loi  avec  la  précédente,  on  en 
conclut  que  le  volume  de  fluide,  que  chaque  onde  renferme,  demeure 
constant.  C'est  ce  qui  avait  également  lieu  dans  le  cas  de  deux  dimen- 
sions. 

3"  La  hauteur  des  ondes  est  proportionnelle  au  volume  de  fluide 
primitivement  soulevé  ou  déprimé,  et  change  de  signe  avec  ce  volume. 

7.  Pour  fixer  d'une  manière  précise,  à  chaque  instant,  la  hauteur 
des  ondes  et  leur  vitesse,  il  suffira  de  développer  la  valeur  dey  donnée 
par  l'équation  (62),  et  de  résoudre  Téquation  (63).  On  obtiendra  facile- 
ment la  valeur  de  y,  si  Ton  connaît  celle  de  E.  D'ailleurs,  si  la  valeur 
de  k  n'est  pas  très-considérable,  on  déterminera  aisément  celle  de  E  par 
le  moyen  de  l'équation  suivante  (voir  Note  IV)  : 


L  '^L'^'         i.a.3  4-^«^       1.2. 3. 4. 56. 7. 8. 9. 10  J 

^''^^  'i  ir/rf'  ~  ''^  (^')  -^  •'"'»'^*''î>^  (SiT-  °'^5'-9^99  (^ 


0,0019331 1    +  0,000091  l^î^ — j    —  o, 000003  (^^^ — I 


■^—       -H  0,0378967     2—        I 

100/  '     -^     '    \I00;        I 

.3(i^7+...  j 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ONDES.  109 

En  comparant  cette  valeur  de  E  avec  la  valeur  de  K  déterminée  par 
i'équation  (i5),  on  verra  immédiatement  que,  pour  obtenir  la  valeur 
de  E,  il  suffit  de  multiplier,  dans  celle  de  K,  la  puissance  n  de  k  par 


,     (r.v3.5. .  .wl^       TT       3.5. .  .n 


Par  suite,  si  l'on  fait 


dk 


on  aura,  en  vertu  de  la  Note  IV, 

(66)  ^=rf(2hÀ\_ÈL^, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(67)  ^"^  r  f[kcos9)cosed0. 

D'ailleurs,  lorsqu'on  donne  à  k  des  valeurs  très-considérables,  on  a, 
en  vertu  de  l'équation  (16), 


1    I 


(68)  hk]  =  ^^  =  "^  l[k-h  3]  cosiA-  -  (A-  -  3)  sin iÂ  ]. 

On  aura  donc  alors,  en  vertu  de  l'équation  (67), 


I    I      * 


{6g)  E  ==  —7—  /      (/r  cos 9  4-  3)  cos [k  cosQ  —  3)  sin  — ; —    cos- 0  dO. 

Telles  sont  les  diverses  forntules  dont  on  peut  se  servir  pour  déve- 
lopper la  valeur  de  j.  Quant  à  l'équation  (63),  si  l'on  y  substitue  la 
valeur  de  E  tirée  de  l'équation  (64),  on  trouvera 

^'   '        i.ï       1.2.3  4-'^^      1.2.3.4.5  6.7.8.9.10 


1 
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La  plus  petite  valeur  de  k  que  fournisse  cette  dernière  équation  est 

/fi  =  2,72^x538. . . . 

Par  suite,  la  force  accélératrice,  qui  pourrait  être  censée  produire  la 
première  onde,  est  à  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur  dans  un 
rapport  égal  à 

(71)  ^=110,3673044. 

La  vitesse  de  la  première  onde  est  donc  ici  un  peu  plus  grande  que  dans 
le  cas  de  deux  dimensions. 

Je  lie  pousserai  pas  plus  loin  ces  calculs.  J'observerai  seulement 
qu'en  faisant  usage  des  équations  (64)  et  (G9),  on  parvient  facilement  à 
prouver  que  la  valeur  de  Ë  ne  peut  jamais  surpasser 

11  est  aisé  d'en  conclure  que  la  valeur  dfe  j  donnée  par  l'équation  (G2) 
restera  toujours  finie,  tant  qu'on  ne  franchira  pas  les  limites  hors  des- 
quelles cette  équation  devient  sensiblement  inexacte,  limites  qui  se 
trouvent  déterminées,  ainsi  que  dans  le  septième  paragraphe  de  la  Sec- 
tion précédente,  par  la  condition 


x> 


m-- 


8.  Si  l'on  voulait  comparer  l'état  du  fluide,  au  bout  du  temps  /, 
avec  l'état  initial,  il  suflirait  de  remplacer  dans  chaque  formule  les 
coordonnées  variables  x^  y^  z  par  les  coordonnées  primitives  a^  b,  c. 
Quant  aux  valeurs  de  x,  /,  z  en  a,  6,  c,  /,  elles  seraient  déterminées 
par  les  équations 


['j'x)  x  =  a-\-  j  udty    y=b-\-  I  vdt,     z  =  c -^  t 

les  intégrations  étant  faites  depuis  /  =  o. 


ivdt. 
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9.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  les  lois  générales  du  mouve- 
ment relatives  au  cas  de  trois  dimensions,  dans  l'hypothèse  où,  la  sur- 
face du  fluide  étant  parfaitement  de  niveau  dans  le  premier  instant, 
le  mouvement  aurait  été  produit  par  l'action  de  forces  impulsives  très- 
petites,  appliquées  à  la  portion  de  surface  qui  avoisine  l'origine  des 
coordonnées.  Pour  fixer,  dans  cette  hypothèse,  l'état  du  fluide  auhoutdu 
temps/,  il  faut  substituer  aux  équations  (5o)  et  (5 1)  les  deux  suivantes: 

g  =  -^   /      /     cos  (/:;.>)' g^  /  sinv  cos  ^- — —^-^1^-  e^v-^^* r  d^j.  dj , 
f  Q=r — -  j      I     cos(/jiv)*g-/ smv  cosi y — —  dfxdv, 

en  laissant  subsister  d'ailleurs,  entre  les  diverses  inconnues,  les 
diverses  relations  établies  par  les  formules  (52)  et  (53).  H  désigne  ici, 
comme  dans  les  équations  (4^),  ce  que  nous  avons  nommé  V impulsion 
totale. 

En  partant  des  équations  (73),  on  obtiendra  des  résultats  analogues 
à  ceux  que  nous  avons  trouvés  ci-dessus  (n°  4).  Ainsi,  par  exemple,  on 
reconnaîtra  facilement  que  les  vitesses  et  l'impulsion  dans  un  instant 
quelconque  sont  proportionnelles  à  l'impulsion  totale,  qu'elles  s*éva- 
nouissent  à  de  grandes  profondeurs,  etc.  De  plus,  il  sera  facile  de 
prouver,  comme  on  l'a  fait  dans  un  cas  semblable  (n°4),  que  les  diverses 
molécules  de  fluide  se  meuvent  dans  des  plans  verticaux  menés  par 
l'axe  des  X,  et  que  le  mouvement  est  le  même,  dans  tous  ces  plans, 
pour  les  molécules  situées  à  la  même  distance  de  l'axe  et  de  l'origine 
des  coordonnées.  Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  que  nous  examinons, 
le  mouvement  des  ondes  est  encore  circulaire,  et  que,  pour  en  déter- 
miner les  lois,  il  suffit  de  considérer  les  molécules  fluides  situées  à  la 
surface  dans  le  plan  vertical  des  x  et  y.  On  a,  dans  cette  hypothèse, 
js  =  o;  et,  par  une  transformation  semblable  à  celle  que  nous  avons 
employée  ci-dessus  (n°  5),  on  réduit  la  seconde  des  équations  (73)  à 
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E  désignant  à  l'ordinaire  la  double  intégrale 


f'f 


I       1 


cosi{{iv)*k'^  sin(/x  4-  v)dfxdy. 


On  trouvera  par  suite,  pour  l'ordonnée  de  la  surface, 

—  ^HA»    HE 

On  conclut  facilement  de  cette  dernière  équation  :  i^'que  le  mouve- 
ment des  ondes  est  uniformément  accéléré,  en  sorte  que  leur  vitesse 
est  proportionnelle  au  temps;  2®  que  la  hauteur  des  ondes  est  en  rai- 
son inverse  de  la  cinquième  puissance  du  temps,  et  décroit,  en  con- 
séquence, plus  rapidement  que  dans  toutes  les  autres  hypothèses 
ci-dessus  admises  ;  3"*  que  cette  même  hauteur  est  proportionnelle  a 
l'impulsion  totale. 

Quant  aux  forces  accélératrices  qui  pourraient  être  censées  produire 
les  vitesses  respectives  des  ondes  à  leurs  sommets,  elles  seront  à  la 
force  accélératrice  de  la  pesanteur  comme  l'unité  aiix  racines  de 
l'équation 

Si  dans  cette  dernière  on  substitue  pour  E  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (G4),  on  trouvera 

'"  -2.4  !1.4«0        0'9  •2.4.t).0    lO.II.l^.li 

La  plus  petite  valeur  de  k  qui  satisfasse  à  cette  équation  est 

A-,  -:i,49?.7.. .; 

et  par  suite,  la  force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire  la 
vitesse  de  la  première  onde,  comparée  à  la  force  accélératrice  de  la 
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«pesanteur,  a  pour  mesure 


'■.78) 


y-   —0,6699 


Entin,  pour  obtenir  les  valeurs  des  diverses  inconnues  en  a,  6,  c,  /,  il 
suffira  d'écrire  dans  toutes  les  formules  les  coordonnées  initiales  a,  b,  c, 
au  lieu  des  coordonnées  variables  x,  y,  z;  et  ces  dernières  coordonnées 
se  trouveront  elles-mèraes  déterminées  en  a,  6,  c,  /,  par  le  moyen  des 
équations  (72). 


Œuvres  de  C.        S.I,  t.  I. 
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NOTES. 


NOTE  1. 

La  démonstration  de  Téquation  (4)»  I'*  Partie,  est  fondée  sur  le  théo- 
rème suivant  : 

5/  l'on  rapporte  la  position  des  sommets  d'un  parallélépipède  à  trois 
plans  rectangulaires  des  Xy  y  et  z;  que  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  lon- 
gueurs des  trois  arêtes  de  ce  parallélépipède  qui  aboutissent  à  un  même 

sommet,  et  par 

A|,  B|,  C|, 

A2,  B2,  C2, 

As,  B3,  C3 

les  projections  respectis^es  des  mêmes  arêtes  sur  les  axes  des  x,  y  et  z,  le 
volume  du  parallélépipède  aura  pour  mesure 

Ai  B2C3  —  A|  B3C3  -f-  Aj  B3C1  —  AoBi  C3  -f-  A3B1 C2  —  AsBaCi^^  S(db  A\  B2C3  ). 


NOTE  II. 

Le  signe  /  indiquant  une  fonction  quelconque,  si  Ton  connaît  la 
valeur  de  l'intégrale 

i5. 


116  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  DES  ONDES, 

il  sera  facile  d'en  conclure  celles  des  intégrales 


prises  entre  les  mêmes  limites,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 
Soit,  pour  abréger, 


;a)  f^i^') 


du5  =^iA. 


Si  dans  cette  équation  on  change  u  en  uztm^  les  limités  de  l'inté- 
grale ne  changeront  pas,  et  l'on  aura  par  suite 

(b)  /     f{m^±L'îmx3'^m^)dm  =  'JLA; 

d'où  l'on  conclut  aussi 


De  plus,  si  l'on  fait 


l'équation  (a)  deviendra 


On  a  d'ailleurs  évidemment,  entre  les  limites  zéro  et  qo  , 

Car,  pour  déduire  ces  deux  dernières  intégrales  l'une  de  l'autre,  il 

suffit  de  changer  9  en  -7»  et  de  renverser  les  limites.  Cela  posé,  l'équa- 
tion (d)  deviendra 
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d'où  Ton  conclura 

(f)  jy(^^^-,rn-^-^^dfs5  =  ik. 

Si,  au  lieu  d'intégrer  entre  les  limites  —  oo  ,  -i-  x  ,  on  se  contente  de 
prendre  les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  qo  ,  on  devra,  dans  les 
équations  (a),  (c),  (f ),  remplacer  2A  par  A.  On  peut  donc  énoncer  li» 
théorème  suivant. 

Théorème.  — Si  l'on  fait 

(1)  /     fym^)dts  =  k. 


*/0 

on  aura 


Exemple  I.  —  Soit 
On  aura 

2 

(tt  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre);  et  par  suite,  les 
équations  (2)  deviendront 


Si  Ton  change  dans  la  première  m  en  myj—  i,  on  trouvera 


(4)  e-z.4  r 


e"  ''*  cos2/n(S7  rfro. 


^--0 
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On  déduit  de. la  seconde 
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Les  formules  (4)  et  (5)  étaient  déjà  connues.  On  peut  se  servir  de  la 
formule  (4),  ainsi  que  M.  Poisson  Ta  fait  dans  son  Mémoire  sur  la  cha- 
leur, pour  abaisser  au  premier  degré  les  variables  qui  dans  une  expo- 
nentielle sont  élevées  au  carré.  On  peut  employer  la  formule  (5)  pour 
effectuer  l'opération  inverse,  comme  on  le  verra  ci-aprës. 

Exemple  II.  —  Si  Ton  fait  successivement 

f(xn']  =  cosBj-,    f\m']  =  sinis^, 

I 

-  j  :  et  par  suite  les  équations  (2) 
fourniront  les  suivantes  : 


(''. 


2 


2 


I     cos  (  m*  -h  ©*  )  cosa/iWD  dxa==  -  t-  J 
/     sin  {m^-i-îD^)  cosamcj  dta  =  -  (-\ 

Si  maintenant  Ton  observe  que 

cosm^cos(m2-4-nj^)  H-sinm^  sin(m^  +  ©2)  =  cosgj-, 
cosm^  s\Ti[m'  +  xs-)  —  sinm*cos(m5 -h©^)  =  sincj-, 

on  déduira  facilement  des  deux  premières  équations  (ti) 

\    i     cosGj' cosamuj  rfcjrrz  -  f  -  j    (cos/ii^ -+- sinm^ ) , 
sincy^  cos^mcj  rfra  —  -  l-\   [cosm-  —  sinm^), 


é  • 
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et  Ton  aura  par  suite 


cosm 

(8)        ; 

sin 


2=f-j     /     (cosuj^-hsinro^)  cos^m©  rf©, 


inm2— f-j     I     (cosnj2  — sincj^j  cosa/WGj  rfuj. 


On  conclura  de  même  des  deux  dernières  équations  ((>) 

(9)  '     \  ^ 

I    I     sin(ro2_|_ -^_-J  rfc— _  /  M   (  cos  w -h  sin  m  ; , 

et  par  suite, 

smm 


\ 


-i^J.JH'^'-^w^-H^'^'S^)]'-- 


Les  équations  (8)  et  (lo)  sont,  relativement  aux  sinus  et  cosinus,  rv 
que  sont  les  équations  (4)  et  (5)  relativement  aux  exponentielles.  Kn 
effet,  les  équations  (8)  servent,  ainsi  que  l'équation  (4)»  à  changer  m^ 
en  m,  et  les  équations  (lo)  a  effectuer  l'opération  inverse. 

Corollaire  /.    -  Si  Ton  différentic  par  rapport  a  m  les  deux  membres 
de  chacune  des  équations  (7),  on  trouvera 

/     coscj*  sinimcj  2^dfa—  (-)   /n(  sinm*  —  cosm'-*\ 
I      sinm^  sinamuj  aGjrfBT=:  (  -  j   micos/w^ -h  sinm^'. 


Si   l'on  fait  dans  ces  deux  dernières  m^  =  ^k,  u'^  =  ;/,  elles  devien- 
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(Iront 

1 

I    I     cos/x  sm(2/r/:x)^rfa=  —  k'{  sin^/r  —  cosj/r), 


(.")  '  , 


IX 


1  t:^    i- 

0  ^ 


Corollaire  IL  —  Si  dans  les  équations  (7)  on  change  m  en  n,  et  w 
en  p,  on  trouvera 


(.a) 


l    /     cosp2  cosî/ip  rfp=  -  (  -  j  (cos/i*-4- sinn*), 


[    /     sinp2  cos2/ip  c?p=  -  f -  j   (cos/i^  — sin/i^). 

Cola  posé,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre  la  première  des  équa- 
tions (12)  par  la  première  des  équations  (7),  puis  la  seconde  des  équa- 
tions (7)  par  la  seconde  des  équations  (12),  et  que  l'on  combine  entre 
elles,  par  voie  d'addition  et  de  soustraction,  les  deux  formules  ainsi 
obtenues,  on  trouvera 


li-î) 


Ji     cos(ro2  — p2)  cos2mGj  cos2np  rfcjrfp  —  ^  cos(m2  — /12], 
0      t/n  T" 


'      I     cos(Gj^-hp2)  cos2mra  cos2/ip  dmdp^=j  sin{m^-4- n^). 


NOTE  III. 

Nous  allons,  dans  cette  Note,  chercher  à  déterminer  directement, 
par  le  développement  en  séries,  les  valeurs  des  six  intégrales  suivantes: 

cos(2/r/ji)^cos/jtrffjt,    Kl  =:  1     sin(2A-|x)^  cosfxrf/ji, 
0  *'o 

e-C2*|i.)^cos/x  du,        K3=  /     cos(2/r/ji)'''  sin/Arf/;, 
Ks=  f   sin  [9Jc  fiy  sin^  d(i,    K,=  C   eC^*!*)' sinfxrf^. 
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On  y  parvient  comme  il  suit. 

On  peut  évidemment  considérer  l'intégrale 


cos(2/r/x)^cos/jt</a 


comme  la  limite  dont  s'approche  sans  cesse  l'intégrale 


'     cos{2/r/:x)-  cosfx  e-^^d^jL 

0 

a  mesure  que  a  diminue.  Par  suite,  si  l'on  développe  cos(2A|/.)^  en 
série  au  moyen  de  la  formule 

on  aura  identiquement. 

0 

cosiidix^J     — ^cos/xrf^-hj     j-^-|^cos^rf/x-..., 
pourvu  que,  a  étant  un  nombre  quelconque,  on  considère 

/Jl«COSfJLrf|UL 

comme  la  limite  vers  laquelle  tend  l'intégrale 


/•ao 

/     [Â^  cos  fj.  e-^\^  dix 


à  mesure  que  a  diminue.  On  obtiendra  de  même  la  valeur  de  K,  en 
développant  cos(2^|x.)*  en  série,  et  considérant 


/     iJL^^niJLd[i 


comme  la  limite  vers  laquelle  tend  l'intégrale 


0 

Œuvres  de  C,  —  S.  I,  1. 1. 


/x«sinfA  e~^\^dij. 

0 
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à  mesure  que  a  diminue.  Des  remarques  analogues  peuvent  être  faites 
à  l'égard  des  intégrales  K,,  Kj,  K4,  K5.  Cela  posé,  si  Ton  fait,  pour 
abréger, 

1.2.J.4       i.2.c>.4<^.o.7.o 

I  i.a.3.4*^ 

Ma  —  -t-      o    /    g  /'       ^ 

1.2  I.2.J.4»3»t) 


M:,  = 


1  I 

(2/rjy.)-  fa/ra)- 


1.2. '3  1.2.3.4.5.6.7 

on  aura  évidemment 

j. 
cos(2/r|ui)- =  M   —  M2, 

sin(2/f^)^  =z=Mi  —  M3, 

e-(2Ai^)^=:M  -M14-M2-M3; 
et  par  suite 

(M  —  M2)cos|xrf/ui,  Ki=  I     (M|  —  Ms)  cos|xrfa, 

J/tao  /■*  ce 

'     (M  —  Mi-hMa  — M3)  C0S|tJtrf|ut,    K3=  1      (M   —  M2)  sinurf//, 
0  «^  0 

(Ml  —  Msjsin/xrfa,  Kj=  /     (M   —  M| -h  Ma  —  M3)  sina</y. 

De  plus,  si  Ton  désigne,  avec  M.  Legendre,  parr(a-hi)  l'intégrale 

0 

et  si  Ton  représente  par  0  Tangle'qui  a  pour  tangente  -1  on  aura,  en 
vertu  de  formules  bien  connues. 


\l>: 


J        cosfa-h  i)0-^,  . 


i    I     ij.''e-<=^v-  s\n IX dix  = — ^ _^r(a-hi). 
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7? 


Lorsqu'on  suppose  a  =  o,  on  a  6  =  ->  (i  -h  a^)  *  =  i  ;  et  par  suite  les 
formules  précédentes  se  réduisent  à 

l    /     ]u«coSfA  rf|ui:=cos(a-i- i)-  r(aH- l), 
I     p**  sinp  cf/x=  sin(a  -h  i)-  T[a-h  i). 

Si  maintenant  on  désigne  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  en  fai- 
sant successivement 


n  =  OLfif  '  a^zin-hi,    fl=2/iH-i,     a=z2n-hf, 


on  trouvera 


*^  0  ^^  0 


/     i^'^"-*-*  cosix  diJL  =  ^T{i-hin-hi)y  j     p-"-^*  sinp  rf/x  =  o, 

le  signe  supérieur  devant  être  adopté  toutes  les  fois  que  n  est  un 
nombre  pair,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

A  l'aide  des  équations  (6),  on  obtiendra  facilement  les  valeurs  des 
intégrales 

Mcosprf/ji,      /     M|  cos/xd/ut,     ...,      /     Msinyid^,    ..., 

0  «^0  •'  0 

I 

considérées  comme  limites  des  intégrales 

Mcos/ix  e'^V-diJ.,      I     Mt  cos/jt  e~*l*rf/x,    . . .,      /     Msinjui  e~^V-duy     . . ., 


î/n  •< 


*-  0 

i6. 
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et  l'on  trouvera,  toutes  réductions  faites, 

jr"Mcos,*rff.  =  o.     jf'Msin^rfp  =  ,-^|i^(4*»)  +  ^|^(4Ar*)^-.  -, 

|J^M,cosM.  =  -/Vsin,rf^  =  _.F[M;±i|-^(;±ij(^^^^ 

Si  Ton  observe  qu'on  a  en  général 

r(i-f-yi) I 

r(i  4-2/1)  ~~  (n-h  ij(n-h2j. .  .2/1' 

y 2       '  __     I        1.3. .  .(2n-4- 1)*    {_      I 


I         ^ 


ï[i-^in-hi)        2"*'   1.2.3. .  .(2/n- 1)  a="'"^'   i.2.3...n' 

on  reconnaîtra  facilement  que  les  équations  (7)  se  réduisent  à 
j  j     Mcos^rfa  =  o,    J     Ms.n^rf^  =  .-5-^+g-^-^ 


0 

I       I 


M|  cosu  dij.  =  —  j     M|  sin/x  rfjut  = cos^/r, 

'^       T'm  ^  2 A-      (2A-)»  (2fr)»  r-^^    . 

Jo  '^     ^  2  4.D.b        6.7.8.9.10  /  ^      '^ 


0 

I     I 


M3COS1U1  rfa=i-+-  I     Masîn/x  rf|uir=—  ^^^ sin^A*. 

En  vertu  de  ces  dernières,  les  valeurs  de  K,  K,,  Kj,  K»,  déterminées  par 
les  équations  (3),  deviendront  respectivement 


I 


^        (at)       (2/r)3  (a/fis  ^        tt* /L  •    »/  i#^ 

2  4*5.0         0.7.0.0.10  2  ^  '  ^ 

i9)\  4  7       9 

Kj  =  i  —  '      .    +  1.  ■■      t, 1  Kl  3=  — *"'(sin3*H-C0S3/<). 

3.4         5.0.7.0  2  * 
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et  les  valeurs  de  K2  et  de  K^  se  déduiront  des  précédentes»  ainsi  qu'il 
suit  : 

(  Ka  =  K.i  —  K, 
(  K5  =  K|  -+-  K3. 

Les  deux  dernières  équations  (9)  coïncident  avec  les  équations  (11)  de 
la  Note  précédente;  ce  qui  confirme  l'exactitude  de  nos  calculs. 

La  première  des  équations  (9)  et  la  première  équation  (10)  four- 
nissent deux  valeurs  différentes  de  la  fonction  K,  savoir: 

K=ll*l^-ii^  +  — Ml!_ , 

2  ^.5,6      6.7.8.9.10 

(m)         {  •  ^    I 

K  =  K,-K2  =  — A-^(sinyf-4-cosU)—  f   e-(2*i*)*cos|ui  rf/:/; 

ce  qui  vérifie  les  équations  (i5)  et  (16),  IIP  Partie. 
Scolie.  —  Si,  au  lieu  de  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

cos(2/r/ji)^  cosfA  rf/x, 
•  0 

on  se  proposait  de  trouver  celle  de  l'intégrale 

'     cos(2/r/jt)^cos|x  e-^v-  dyL^ 
0 

il  faudrait  alors,  au  lieu  des  équations  (5),  employer  les  équations  (4). 
Cela  posé,  on  trouverait 

r*^.  „   .  cose  (4A-2)     COS30  (4A-2)2      cos5ô 

r'%M  «»^         cos^Ô  i'îk)       (2/r)3     cosiô 

I     Ma  COS a  e'^V- du.  = '-  -+-  K~p-~  -, --^^  -+-•••• 

J^  ^  •  i-ha^      2  4.5.6  (i-ha-î):^ 

et  par  suite 

i.^\     C  ^  I    1    >ï              «..  j            cos9          afr  COS29       (aA-)*     cos39 
(12)     /     cos(2fr(x)^cos^e-«l'rf/x= .^^^^L^ _ 


.  >  •  • 
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NOTE    IV. 


•; 


SIR    LA    RELATION    QUI   EXISTE   ENTRE    LES   DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES 

DES   DEUX    INTÉGRALES 

l    /     f[fciJ.)cosiidix, 

\    f     I    /(/ffxM)sin(|ui-+-v)  rf/zrfv. 


0       ^^  0 


Pour  développer  en  série  Tinlégrale 


/■ 


f[kij.)  cosp  dit. 


par  la  méthode  employée  dans  la  Note  précédente,  il  sufiit  de  déve- 
lopper la  fonction /(A(/.)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes, entières  ou  fractionnaires,  de  la  quantité  k.  Soit  A(Aa)''  un 
terme  de  ce  développement,  en  sorte  que  Ton  ait 

le  signe  S  indiquant  la  somme  de  tous  les  termes  semblables  à  celui  que 
Ton  considère.  On  aura 


,  '}. 


j     /(/f/x)  cosjui  rf/x=r  Sf  A/f"  /     /ji^'oosy.  rffx  j , 


pourvu  que  Ton  considère  l'intégrale 


X 


OD 


fji"  cos  iJ.  du 


comme  la  limite  vers  laquelle  tend  la  suivante 


^a  ^    a|Ac0SU  du. 
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à  mesure  que  a  s'approche  de  zéro.  On  a  d'ailleurs  dans  cette  hypo- 
thèse, en  vertu  de  la  première  équation  (5)  (Note  précédente \ 


/     /[x'^cos^  rffx  —  cosl W  T[a 


-+-I 


Cela  posé,  l'équation  (2)  deviendra 

(3  /    /(/rujCOSjLirffx--- S   AA"cos  —  ^'   -  r/in-i)    . 

En  raisonnant  de  la  même  manière  sur  la  seconde  des  intéjçrales  (i\ 
on  trouvera  que  sa  valeur  en  série  doit  être  déterminée  par  l'équation 

[i]     I       r /(yrJv^)sin(a4-y)rf;zA  .-S    AA«  /       f    u«v»  shi  (a -h  v]r/juir/y  L 

pourvu  que  Ton  considère  l'iiftégrale  double 


t  0    •  0 


comme  la  limite  vers  laquelle  tend  la  suivante 


•  M  • 


A  «/A 


t.  0     *^o 


à  mesure  que  a  et  ^  se  rapprochent  de  zéro.  D'ailleurs,  on  a  évidem 
ment,  dans  cette  hypothèse, 

f       /      ( wv)*  sin  [jji  -h  v)  dfjidy  =  2  /     fx*  sina  dix  j     v'  cosvrfv. 

De  plus,  en  vertu  des  équations  (5)  (Note  précédente),  on  a 
il     |ùL*  sina  du  j     v*  cosv  rfv  -  a  sin  (  -  -h  1 1  -  cos  (  -  H-i  ]  -    P  ( — ^-  »  )  • 


-  -    cos 


(-  r-)  '  r.  (j  ^ .) . 
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Par  suite,  l'équation  (4)  deviendra 

(5)     r  f' f  {k  fiK^)  sin(  ft-h  v)d(idv  =  si  Ak'cos(^^^\i:T'{^ -h  M 


Si  maintenant  on  fait,  pour  abréger, 


Acos^^^^îr  r{a+i)  =  B<., 


les  équations  (3)  et  (5)  deviendront  respectivement 


(6) 


(X 

Ainsi  la  relation,  qui  existe  entre  les  développements  des  deux  inté- 
grales (i),  consiste  en  ce  que,  pour  déduire  le  second  du  premier,  ii 
suffit  de  multiplier  le  terme  qui  renferme  la  puissance  a  de  ^  par 

r(n-a) 
Exemple  I.  —  Soit 

on  aura 

X*                           k 
e-i'V-  cos/ix  dy.  = -j-^  —k  —  k»  +  k''—...; 

et  par  suite,  la  seconde  des  équations  (6)  donnera 

-  4  L     ^  4     MU/      M6\4i       J 

T,k 

'~~~   ■  • 


.9. 
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Si,  dans  cette  dernière,  on  fait 

*•= : i» 

h  étant  négatif,  on  trouvera 

;7)        r     r   sin(iùL-i-v)  e    '«*+^*»^rfprfv=- ^--^^ .^(a2-f-c2); 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (83),  II*  Partie. 
Exemple  II,  —  Soit 

On  aura,  en  adoptant  la  notation  de  la  Note  précédente, 

^  \   «      y  2        4-5.6       6.7.8.9.10 

Ola  posé,  la  seconde  des  équations  (6)  deviendra 

7:r/f     (i.r,'^    /|3       fi.3.5)'^       /»-'  1 

2  L2     1.2.34.5.6     1.2.3.4.5  6.7.8.9.10        j 

si,  dans  cette  dernière,  on  change  A  en  2A,  le  premier  membre  sera 
rîntégrale  définie  que  nous  avons  désignée  par  E  dans  la  troisième  Par- 
tie du  Mémoire,  et  l'on  aura  en  conséquence 

',^o,E=J     J     coS2fr-^S*sin(a^-v;rf/.rfv:=-[--J^L_^ 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (64). 

Corollaire.  —  Si,  dans  la  seconde  des  équations  (6),  on  change  k  en 
sj^,  on  trouvera 


fil) 


v  0     vo 
OEnvres  de  C.  —  S.  I,  1. 1  I  7 
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On  a  d'ailleurs,  en  général, 


V  +  «)  'J.     («  +  f*)' 

Donc,  par  suite. 


]  f  f'fU/>lJ'v^)Ml^+v)df.dv=.f's  B.(a  +  .)(^1^)  \ï^-' 


[12 

'o     «  0 


et,  comme  on  a  évidemment 

si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(.3)  !^J^]  =/(/.). 

/étant  une  nouvelle  fonction  différente  de/,  l'équation  (la)  deviendra 


(,4)        r  rf(:tki,K^)s\n[i,.  +  v)dp.dv=  f 


a/ra*  \       du. 


I  4- p./  (I  -4-p)^ 

Soit  maintenant 

— i- —  =  cos  0  ; 


=  jCOSÔrfô, 


on  aura 

du. 


(i-f-/z): 


-«  -« 


f  * 

On  pourra  donc  aussi  mettre  l'équation  (i/|)  sous  ia  forme 
iS)         /      /    f\^k  u7v^}  sïnip. -{- v]  dfidv  =  I      /(Acosô)  cos^rfS. 

•/o      *  0  •/ 0        / 
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Si,  dans  les  équations  (1/4)  et  (i5),  on  suppose 

/[^/{yL-v')  =  ces  (2/r-|ui'v*/, 

on  obtiendra  les  équations  (6G)  et  (G7)  (III*"  Partie). 


NOTE  V, 

DÉTERMINATION   DES   LIMITES   ENTRE   LESQUELLES   SE   TROUVE   COMPRISE 

LA   VALEUR   DE   l'iNTÉGRALE 


K~  /     cos(2.A-|tz)- cos/x  rfa. 


Nous  avons  vu  dans  la  troisième  Note  que  la  valeur  de  K  pouvait 
être  déterminée  par  Tune  ou  l'autre  des  équations  (1 1).  Si  l'on  réduit 
en  nombres  les  coefficients  des  termes  qui  forment  le  second  membre 
de  la  première,  on  trouvera 

[9.)     \  H- 0,0 1  ï i J58  (  -  -  ]  — 0,00071031-^^ — ^1  -h  0,0000 309  -^ —  ) 


0,0000010 


\  100 


100^ 


Lorsque,  dans  la  série  précédente,  on  suppose ^^ —  <i  »  le  second  terme 

est  supérieur  au  troisième,  le  troisième  supérieur  au  quatrième,  etc.; 
et,  comme  tous  ces  termes  sont  alternativement  négatifs  et  positifs, 
il  en  résulte  que  la  somme  de  tous  les  termes,  à  partir  du  second,  est 
négative  et  plus  petite  que 


1,666666-]  f^-'\<i, 6666667. 


Par  suite,  la  somme  totale  de  la  série  ne  pourra,  si  elle  est  positive, 

«7- 
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surpasser  le  premier  terme,  c'est-à-dire,  l'unité;  et  la  même  somme,  si 
elle  est  négative,  ne  pourra  devenir  inférieure  à 

I  — 1,6666667  =  —  0,6666667. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  Ton  aura  (- — )  <i,  c'est-à-dire  *<5,  la 

valeur  de^'  abstraction  faite  du  signe,  sera  plus  petite  que  l'unité. 
On  aura  donc  alors,  en  prenant  positivement  la  valeur  de  K, 

K<fr. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  A  >  5.  Pour  déterminer,  dans  cette 
hypothèse,  la  limite  des  valeurs  de  K,  nous  aurons  recours  à  la  seconde 
des  équations  (i  1)  (Note  IH).  On  tire  de  cette  même  équation 

i 
:  3)  T  =  -^  (sin^/f.-+-  cos^A-)  -  i  f  e-i^^^v-)^ cos(i  du. 


Dans  cette  dernière  formule, 


sin^/f  H-  cosj/f 


ne  peut,  abstraction  faite  du  signe,  surpasser 


sm  7  H-  cos  y  =  i/s>. . 
4  4 

De  plus  on  a  évidemment,  abstraction  faite  du  signe, 

K 

Par  suite,  la  valeur  positive  ou  négative  de  -r  ne  pourra  surpasser 


I 


\7.k)   "^A-a 
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Or,  en  supposant  ^>  5,  on  trouve 


(i)'  +  F<(73)'-^i< 


On  aura  donc  aussi,  en  faisant  abstraction  des  signes. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la 

constante  k,  la  valeur  positive  ou  négative  du  rapport  -r  est  toujours 

inférieure  à  l'unité;  en  sorte  que  la  fonction  K  a  pour  limite  la  quan- 
tité k. 


NOTE  VI. 

Nous  allons  donner  dans  cette  Note  la  solution  d'un  problème  d'Ana- 
lyse qui  peut  avoir  de  nombreuses  applications.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Problème.  —  Étant  données  deux  fonctions  réelles  de  a,  sas^oir, 

F, (al  et  F2(rt), 
trouver  deux  autres  fonctions  réelles  de  /tî,  savoir^ 

9i(m)  et  92(m), 
telles  que  l'on  ait^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  a. 


.»] 


J'     9«  (m)  cosamdm  =  F»  (a), 
0 

I     <f2{ni)  sinanidni^F^ia]. 


Solution.  —  Admettons  pour  un  instant  que  chacune  des  fonctions 

Fi(a),  ¥2{a) 
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ci)user\e  une  valeur  linie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives 
(le  a.  H  suflira,  pour  satisfaire  aux  équations   i^  de  supposer 


i  Oi   m    =^  -   I      co^mu  F|    u  rfa, 
'  92  m   —  -   / 


sinmu  F2  Lt  d'jL, 

•  •       • 

0 


En  ellet,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  o,  m-  et  de  o^  m.  dans  les 
équations   i  ,  on  obtiendra  les  suivantes  : 


cosam  cosiw:i  F|    a  dm  d'j.  :=i  -  ¥  %  •  a\ 

0    *  0 


y 

/      1      sina/R  <in/n!x  F3  u  dmdu^^: -¥2  a\ 


0       •-  0 


dont  on  peut  démontrer  Texactitude  ainsi  qu'il  suit. 

Les  intéj^rales  doubles,  qui  forment  les  premiers  membres  des  équa- 
tions ,'3),  peuvent  être  évidemment  considérées  comme  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  deux  intégrales 


} 


I  /■  r  - 


cosam  cos/iia  «-*'"  F|  '  u  dm  du^ 
0 


sina//t  sin  mu  e"""  F2 ,  u  dm  rfa. 


à  mesure  que  a  diminue.  On  a,  d'ailleurs. 


/     cosam  co<m'jL  e-^'^dm  =  - 
/  *  1 


2  a- -r    u  —  «/       2  a- -t-    u-t-a 


(f      siiiam  sin/nw.  e-^"* dm  =: 


«.II  V  t  /  V  I 

si  dans  ces  dernières  équations  on  suppose  a  très-petit,  la  fraction 

..  sera  évidemment  insensible  pour  toutes  les  valeurs  réel  les  et 


2 

'2  _.. 
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positives  de  (x;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  de  la  fraction— ^ — t—jztTj' 
qui  pourra  obtenir  des  valeurs  considérables  pour  des  valeurs  de  [/.  peu 
différentes  de  a.  Ainsi,  relativement  à  l'objet  que  nous  avons  en  vue, 
nous  pourrons  substituer  aux  équations  (5)  les  deux  suivantes  : 


coscr/ncosmw  e^^^^am  =  - 


I    /      sin^m  sinmu.  e~^"^dm^= 


2    «=*-<-  {^  —Uf 

(6 


Cela  posé,  les  intégrales  (4)  deviendront  respectivement 

adfx 


i^x  ^•('^^^H- (,.-«- 


I 

[-/) 


\-'i    ^^''^^^a^-f-t.a-aP 


Ces  dernières  sont  du  genre  de  celles  que  M.  Cauchy  (  *  )  a  désignées 
sous  le  nom  A' intégrales  singulières^  dans  un  de  ses  derniers  Mémoires. 
Pour  déterminer  leurs  valeurs,  on  fera  jy.  =  a  h-  a^.  Elles  deviendront 
alors 


^j^^i-'^^S^ 


et  devront  être  prises  entre  les  limites  E=— oo,  ^=H-ao.De  plus, 
a  devant  se  réduire  à  zéro,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  l, 

et  par  suite, 

(8)      {    -;  ^  -;; 

(  '  )  P^oir  la  Remarque  faite  à  la  page  il,  et  la  Note  XVUI. 
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Ainsi  les  intégrales  (4)  auront  respectivement  pour  valeurs 

ve  qui  prouve  l'exactitude  des  équations  (3),  et  par  suite  des  for- 
mules (2). 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications  de  ces  for- 
mules. Nous  indiquerons  ensuite  les  modifications  qu'on  peut  être 
quelquefois  obligé  d'y  apporter. 

Exemple  I.  —  Supposons 

Les  équations  (2)  donneront 

i9i(m)  =  -  /     e-*i*cos/î7/xrf|Li=  -  ij— ; -» 

1  •»  ft 


{91 


Par  suite,  les  équations  (i)  deviendront 


0 
10) 


rkjcosam  n 

J     A-2  +  mi^'^-a''      ' 


1     r* mslnam  j         t:        , 
f     /      ,  T dm  =  -  e-«*, 

ce  qui  s'accorde  avec  des  formules  connues. 

Exemple  If.  —  Soit 

Fi(a)  =  e-**^sin ak.    Fa  (a)  =  e-^^cosak. 
On  trouvera 

(îi)' 

(92'm)  — ~    /     e-^l*C0sA"a  sin/wa  rfLi=  -     7-- — 77 rr»  — -:-: tt—^ I; 
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et  par  suite,  les  équations  (i)  deviendront 


cosamdm  =  -  e~"^  sina/r, 

1 


(12) 

/    /     -    Ti n TT.  —  T-; Tï T..     smamam  =  -  C''^  cosak, 

f  t/o    ^  L^'  "^  (**  "^  '^l         ^*   -+-  (*•  —  'w)^  J  ^ 

Si  dans  ces  dernières  on  suppose  A  =  o,  elles  deviendront 


('•^) 


J'     7- ,cosamdm^=      -  sina/r, 
0 


X 


sin  am  c/m  =:  ^ — ^  cos  a/r. 


^    A-2  —  m*  2 

0 


Exemple  111 ,  -r-  Soit 
On  trouvera     » 


oAm)=z^  r*a^-»6-*»*cosmarfa=  -  [(fr- m  y^- i)"^H- (A-4-m  v'-i)"^]  r(/i), 
92(m)r=i-   /     /x>^-«e-*»*sin/n/xrf/x=:-    i ^ — =:^ ^ ^—    r(A), 


T[h)  représentant  à  l'ordinaire  l'intégrale 


J/%9b 
0 


Cola  posé,  les  équations  (i)  deviendront 

[k -  ni  kI'^iY^ ^  [k -\^  m  sl^^i)-''  ,  ^^        .    ,        . 

—  cos  a/nrfm  =: —;T7-r-:«^""*e-«*, 


(r 


2^zrr  ""  "  2r(/o 


Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  l'application  des  équations  (2),  qui, 
comme  on  le  voit,  s'accordent,  dans  les  divers  cas  particuliers,  avec 
les  formules  déjà  connues. 

Je  vais  maintenant  faire  voir  comment  on  doit  modifier  les  mêmes 

Œuvres  deC-  S.l,  Ul,  1 8 


138  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  DES  ONDES. 

équations,  lorsque  la  forme  particulière  des  fonctions  F,  et  Y^  ne  per- 
met pas  d'attribuer  une  valeur  précise  et  finie  à  chacune  des  intégrales 
qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  (q). 

D'abord,  il  peut  arriver  que  les  fonctions  F, (a),  ¥^{a)^  étant  finies 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  a,  conservent,  pour  des 
valeurs  infinies  de  a,  une  valeur  plus  grande  que  zéro.  Dans  ce  cas, 
les  intégrales 


X 


F2(u)  sln m lÂ  du. 


ne  paraissent  pas  avoir  un  sens  bien  déterminé.  Pour  faire  disparaître 
cette  incertitude,  il  suffira  de  les  considérer  comme  étant  les  limites 
dont  s'approchent  les  intégrales 


/     e^^V-  F|  (a)  cosm/x  du.. 


0 

r«ao 


I     e"^t*F2(/x)  sïnmij.  dix. 


à  mesure  que  6  diminue,  et  de  supposer  en  conséquence 

I  ç,(m)  =  -   f     e"^l*Fi  (/xjcosma  rf/x, 
I  (f.2{m)=:  "  I     e-^l^Fal/x)  sin/n/x  rfu, 

6  étant  une  constante  arbitraire  qui  doit  être  égalée  à  zéro,  lorsqu'on 
aura  effectué  les  intégrations. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  fonctions  F, (a),  ^^{a)  deviennent 
infinies  pour  certaines  valeurs  réelles  et  positives  de  a.  Pour  lever  cette 
nouvelle  difficulté,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  F^{iL)i  F,([a)  par 
d'autres  fonctions  dont  elles  soient  les  limites,  et  qui,  sans  jamais 
devenir  infinies,  s'évanouissent  pour  des  valeurs  infinies  de  (x.  On  satis- 
fera, dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  ces  diverses  conditions,  en  substi- 
tuant aux  fonctions 
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les  deux  suivantes 

ainsi  qu'on  Ta  fait  ci-dessus.  Alors  les  valeurs  de  91  (m),  92 (m)*  sont 
données  par  les  équations  (16).  Mais,  si  par  hasard  ces  valeurs  se  trou- 
vaient elles-mêmes  en  défaut,  on  ferait  disparaître  tous  les  obstacles, 
en  faisant  usage  des  deux  suivantes  : 

(p,(m)=r-   /     e-6|A-6[r,(|r)]«F,  (/x)cosm/JLrf/jt, 

('7) 

ê  devant  toujours  être  supposé  nul  après  l'intégration. 

On  peut  s'assurer,  a  posleriori^  que  dans  ces  dernières  équations  les 
intégrales  relatives  à  [x  auront  toujours  une  valeur  précise  et  même 
finie  pour  des  valeurs  de  6  supérieures  à  zéro.  En  effet,  chacun  des 

produits 

Fi  (/x)  e-6tF,((i)]*cosm|ut,     F2(fx)  e-6tf*Cjt)]*sinm/x 

ne  peut  évidemment  devenir  infini.  Si  donc  on  désigne  par 

B',  B" 

les  plus  grandes  valeurs  absolues  de  ces  mêmes  produits,  on  aura 
toujours,  abstraction  faite  du  signe, 

'     e-6|*-6[K. (»!)]•  F,  (^)cosm/xrfjùi<B'   \     e-^v-d{i  =  -^, 
0  *  0 

r  e-«t*-6[F,(ïi)]«F2(a)  sinm/xrfp.<B"  r   e-^V-dii.  =  ^. 

On  pourra  donc  employer  les  équations  (17),  pourvu  que  l'on  y  consi- 
dère 6  comme  une  constante  réelle  et  positive  qui  doit  être  traitée 
comme  une  quantité  finie  tant  que  les  intégrations  ne  sont  pas  effec- 
tuées, et  que  l'on  doit  annuler  ensuite. 


18. 
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NOTE  VIL 

Problème.  —  Étant  données  quatre  fonctions  réelles  de  a  et  de  r,  savoir^ 

F,(a,  c),  F2(rt,  c),  Fti[a,  c),  F^{a,c), 
trouver  quatre  autres  fonctions  de  m  et  de  n,  savoir, 

9i(m,  n),  çal'w,  n),  93 (m,  n),  (pt(/n,  n), 
telles  que  l'on  ait^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  a  et  de  c, 

/     çi  (m,  n]  cosam  coscndmdn  =  Fi  [a,  r), 


[■) 


I     92 ('w,  n)  cosam  sinc/irfmrfn  — F2(«,  c), 

0      «.^o 


'      I     93(m,  n)  sinam  cosc/ic?mc?n  =  Fsfa,  c), 

0     *^o 

/     9t(m,  n)  sinam  sin c/i  J/w rf/i  =  F4  ( t/,  c ) . 

Solution,  —  Si  les  quatre  fonctions  F|,  F2,  F3,  F4  restent  finies  pour 
toutes  les  valeurs  positives  des  variables  a  et  c,  on  résoudra  le  problème 
au  moyen  des  quatre  formules  suivantes  : 

9^(/n, /i)  =  --    1  /  cosm/jL  cosnv  F*  (//,  v)rf|jLrfv, 

92(m, /i)==-i   /  /  cosmu  sin/iv  F2(/x,  v)  rf/xrfv, 

93(m,  w)=:-^    /  /  sinm/:/ cos/iv  Fsdut,  v)rf/utrfv, 

9.4(m,/i)=--  1  f  sinm|jt  sinnv  Fjidut,  v)c?fxrfy. 

Ces  formules  sont  analogues  aux  équations  {2)  de  la  Note  précédente, 
et  se  démontrent  de  la  même  manière.  Ainsi,  par  exemple,  pour  faire 


(•^0 
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voir  que  la  première  formule  satisfait  à  la  première  des  équations  (i), 
il  suffira  de  prouver  que  Ton  a 

(3)    /      /      /      /     cosam  cosc/i  cosmfACOS/iv  F<(/jt,  v)c?f/rfyrfmrfn=r  -^  Fi[a,c). 

•/ 0       •'0       •'0       •'0  "^ 

D'ailleurs,  on  peut  considérer  l'intégrale  qui  forme  le  premier  membre 
de  cette  dernière  équation  comme  la  limite  dont  s'approche  l'inté- 
grale suivante 

fil    e-^'*'-^" cosam  coscn  cosmix  cosnv  Ft[iifV)dudvdmdn, 

0        «/n       t/ft        *'  O 


à  mesure  que  a  et  6  diminuent;  et  comme  on  a,  en  vertu  des  équa- 
tions (6)  (Note  précédente), 

/lOO 

/     cosam  cosma  e""»'"  dm  = : ; -? 


I     cosc/i  cosnv    <?~^"  a/i  : 


2    62^_(v  —  C)2 

on  pourra  réduire  l'intégrale  (4)  à  cette  forme  plus  simple 

I    /**   /**  r.  ,        .  aduL  £dv 

4l  I   ^'^'^'"'^ 


a^-hlfx  — aj^  6--^4-(v  — c)--* 


Cette  dernière  n'ayant  de  valeur  sensible,  lorsque  a  et  S  deviennent 
très  petits,  qu'entre  des  limites  de  |x  très  voisines  de  a  et  des  limites 
<le  V  très  voisines  de  c,  on  peut,  sans  inconvénient,  y  remplacer  F^([x,  v) 
par  F, (a,  c),  ce  qui  la  réduit  à 

et,  comme,  dans  le  cas  où  a  et  S  s'évanouissent,  chacune  des  intégrales 
singulières 


Gdv 


4-(v— C)^ 

est  égale  à  r,  on  trouve  enfin  pour  l'intégrale  cherchée 


7:2 


jF|(«>^). 
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ce  qui  vérifie  l'équation  (3),  et  par  suite  la  première  des  formules  (3). 
Il  sera  également  facile  de  vérifier  chacune  des  trois  autres. 

Pour  que  les  formules  (2)  puissent  être  employées»  il  est  nécessaire 
que  les  intégrales  définies  qui  forment  les  seconds  membres  de  ces 
formules  aient  une  valeur  précise  et  finie.  C'est  ce  qui  arrive  générale- 
ment lorsque  les  fonctions  F,(jx,  v),  ¥i{iL^  v),  F3(;x,  v),  F4(jx,  v)  restent 
finies  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  des  variables  p.  et  v, 
et  s'évanouissent  pour  des  valeurs  infinies  de  ces  mêmes  variables.  Si 
ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  les  intégrales  dont  il  s'agit  pour- 
raient devenir  infinies  ou  indéterminées.  Pour  obvier  à  cet  inconvé- 
nient,  il  suffirait  de  remplacer  les  quatre  fonctions 

Fi(a,  v),  Fjja,  v),  F3(a,  v),  F^lu,  v) 

par  les  quatre  suivantes 

M,F,(/z,v),  M2F,(a,v),  M,F,(a,v),  M,¥,[[ji,v], 

M|»  M;2t  ^U*  ^'4  étant  de  nouvelles  fonctions  de  ;a,  de  v  et  de  la  constante 
arbitraire  ê,  par  le  moyen  desquelles  les  conditions  énoncées  puissent 
être  satisfaites,  et  qui  se  réduisent  à  l'unité,  lorsqu'on  suppose  S  =  o. 
Au  reste,  on  peut  trouver  pour  ces  nouvelles  fonctions  une  infinité  de 
valeurs  différentes  qui  toutes  jouissent  des  mêmes  propriétés.  On 
pourra  supposer,  par  exemple, 

ou  bien 

etc. 

On  pourra  même,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  lever  toute  diffi- 
culté, en  supposant  simplement 
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NOTE  VIII. 

Nous  allons  dans  cette  Note  résoudre  deux  nouveaux  problèmes  qui 
ont  beaucoup  de  rapport  avec  ceux  dont  nous  nous  sommes  occupés 
dans  les  deux  Notes  précédentes.  Voici  en  quoi  ils  consistent. 

Problème  I.  —  Etant  donnée  une  /onction  réelle  de  a,  sas^oir^ 

F(a), 

trouver  deux  autres  fonctions  réelles  de  /w,  savoir 9 

?i(/n)  et  92(/n), 

telles  qu'on  ail,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  quantité  a, 
(1)  /     9i(m)  cosamrf/n-h  /     çat'»)  sina/nrfm  =  F(a). 


Problème  II.  —  Étant  donnée  une  fonction  réelle  de  a  et  de  c^  savoir, 

trouver  quatre  autres  fonctions  réelles  de  m  et  de  n^  savoir, 

9, (m,»),  (i?a(m,  n),  (p3{m,/i),  (fs[m,  n], 
telles  qiion  ait  y  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a  et  de  c, 


'      I     9 1  (m,  n]  cosa/ncoscnc/m  J/t 


'      I     93 (m^  ii]cosa/n  sincndmdn 

0  «^0 

(^)  \  =  F(«,  c). 

-h  1       I     93(m,  n)  sinamcoscnc/mcf/t 


'      /     91  (m,  n)  sinam  sincndmdn 

0     «/o 
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Solution.  —  Pour  résoudre  le  premier  problème,  j'observe  que, 
l'équation  (i)  devant  s*étendre  aux  valeurs  négatives  ainsi  qu'aux  va- 
leurs  positives  de  a^  on  doit  avoir  aussi 

'     <jn[m)cosamdm —  /     oj(m_  sinamrfin=:F,— a". 

De  cette  équation  réunie  à  Féquation  (i),  on  conclut 


,4: 


cosamam  ^= ^^ » 


02  n\    sin  am  dm  =  — ^ ^ 

•    '  1 


D'ailleurs,  ces  dernières  équations  auront  évidemment  lieu  pour  les 
valeurs  négatives  de  a,  si  elles  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  posi* 
tives  de  la  même  variable.  Si  donc  on  fait,  pour  abréger. 


i =  F,   a  , 

1 


il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  posi- 
tives de  a,  aux  deux  équations 


i: 


9i  [m]cosamdm=^¥^[a]. 


02  (  m  )  sin  am  dm  =  F.>  (a  )  ; 


ce  que  nous  avons  appris  à  faire  dans  la  Note  VI. 

Le  second  problème  n'offre  pas  plus  de  difficulté.  En  effet,  comme 
l'équation  (2)  doit  s'étendre  également  aux  valeurs  négatives  et  posi- 
tives des  variables  a  et  c,  si  l'on  y  change  à  la  fois  ou  séparément  a 
en  —  a  et  c  en  —  c,  on  obtiendra  trois  nouvelles  formules  qui,  réunies 


C'i 
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à  Téquation  (2),  fourniront  les  suivantes: 


/■/ 

/       /     92(/n, /i)  cosam  sincnr/ma/i=: — y- 


<pi  (m,  n)  cosamcoscnaman= ^ y -» 

F  in,  cl  -^  F  f«,  -  cl  -h  F(—  rt,  ri  -  F  f  —  «,  -  c' 


> 


0    •  0 

F(fl,  c]  +  F(rt.  -  cl  -  F{-  a,  d  -  Ff-  a,  -  c] 


'       /     03(m,  n)  sinamcosc/irfmrf/i  = 

o      *^0 

/      /     (f\{m,n)  sinam  sincndmdn  = 


4 


F(fl,  ri  — Ffrt.  —  cl— F(— rt.fi^  +  F(— rt.  —  cl 


4 

Ces  quatre  dernières  équations  auront  évidemment  lieu  pour  les 
valeurs  négatives  des  quantités  a  et  c,  si  elles  ont  lieu  pour  les  valeurs 
positives  de  ces  mêmes  quantités  ;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la 
question  proposée  se  trouve  ramenée  à  celle  que  nous  avons  résolue 
dans  la  Note  VII. 


Corollaire.  —  On  voit  par  ce  qui  précède  que,  la  fonction  F  (a)  étant 
donnée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a,  les  deux  fonctions  <p,(/w), 
92 (/w),  qui  doivent  satisfaire  à  Téquation  (i),  se  trouvent  complètement 
déterminées.  De  même,  la  fonction  F(a, c),  supposée  connue  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  a  et  de  c,  détermine  entièrement  dans 
l'équation  (2)  les  quatre  fonctions 

9, (m,  n),  92 (m,  n),  93 (/n,  /i),  9»  (m,  n). 

Cela  posé,  comme  les  deux  termes  qui  forment  le  premier  membre  de 
l'équation  (i)  sont  semblables  et  ne  différent  entre  eux  que  par  la  per- 
mutation des  signes  sinus  et  cosinus,  et  que  la  même  similitude  existe 
entre  les  quatre  termes  qui  composent  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2),  je  me  contenterai  désormais  d'écrire  le  premier  membre  dans 
chacune  de  ces  équations,  en  plaçant  devant  ce  même  terme  le  signe  1, 
conformément  à  la  notation  que  j'ai  adoptée  dans  le  Mémoire.  En 
conséquence,  les  équations  (i)  et  (2)  seront  dorénavant  présentées  sous 
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les  formes  suivantes  : 


IN    /     9(m)  cosa/wrfm  =iF(a), 


(6) 

\/f      I     c?[ni,  n)cosamcoscndmdn=z¥{a,  c) 


NOTE  IX. 

Nous  allons  donner  dans  cette  Note  les  intégrales  générales  des  deux 
équations  aux  différences  partielles 

1 —  -4_   i—  —  o 

(') 

""i        .v    _     —  O  • 


da:^         ôb'^         dc^ 


On  peut  évidemment  satisfaire  à  la  première  équation,  en  supposant 


\)        îo=>    /     cosam  e^'"f[m)dm-h\    j     cosam  e^^"'  nm)dm; 


i'^' 


et  à  la  seconde,  en  supposant 


Ço=>    /      /     cosamcoscn  e^c^*-*'''*^*  f[m,  n)dmdn 
-hN    /      I     cosamcoscn  é?-^('»*^«*)«  Mm,  n)dmdn, 


chaque  signe  1  ayant  ici  la  même  signification  que  dans  la  Note  pré- 
cédente, et  indiquant  à  la  fois  deux  ou  quatre  fonctions  arbitraires  qui 
équivalent  à  une  seule  fonction  arbitraire  dégagée  du  signe  d'intégra- 
tion {voir  h  Note  précédente).  Il  ne  reste  plus  qu'à  savoir  si  les  équa- 
tions {2)  et  (3)  ont  toute  la  généralité  que  comportent  les  équations 


NOTE   IX.  IW 

différentielles  d'où  on  les  a  déduites.  C'est  ce  dont  on  peut  s'assurer 
de  la  manière  suivante. 

Considérons  d'abord  l'équation  (2).  Si  l'on  développe  son  second 
membre  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  6,  par 
le  moyen  de  la  formule 

e^àm  —  ,  ± 1 ± ±: . . . , 

1  1,1  i  .'1.6 

et  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

\    /     cosam\f[m)-\-f(m)\     dm^=^{a), 
\    /     cosam  /(m)  —  r(m)    mc?/w  =  cfi(a), 

on  trouvera 

*  b^      ,  b^      d^^tja)  b->         d'^ija] 

7^*^^^        1.1.3      da^      "^1.^.3.4.5      da^ 

Cette  valeur  de  y©  est  précisément  celle  que  l'on  déduirait  de  l'équation 
différentielle 


da^    '    db'^  ~'^' 


par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés;  et  elle  est  la  plus  générale 
possible,  lorsque  les  deux  fonctions  J'(a),  rf,(a)  sont  entièrement  arbi- 
traires. D'ailleurs,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  deux  fonc- 
tions, on  pourra  toujours  [voir  la  Note  précédente)  déduire  des  équa- 
tions (4)  les  valeurs  correspondantes  des  deux  fonctions /(m)  -hf{rn)  et 

/w  /(/;/)— r(/w)  ,  d'où  il  sera  facile  de  conclure  les  valeurs  des  fonctions 

/(m)  et^(m). 

On  pourra  donc  toujours  faire  coïncider  la  valeur  de  q^  déduite  de 
l'équation  (2)  avec  celle  que  donne  le  développement  en  série  obtenu 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés;  et,  comme  ce  dernier  a 
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toute  la  généralité  désirable,  il  en  résulte  que  l'équation  (2)  est  effec- 
tivement l'intégrale  générale  de  la  première  des  équations  (1). 

Il  est  bon  d'observer  que  chacune  des  fonctions /(/w),  f{m),  tient 

effectivement  la  place  de  deux  fonctions  arbitraires.  Il  en  faut  dire 
autant  des  deux  fonctions 

/(m) -H /(m), 
m[/(m)-^\m)]; 

en  sorte  que  les  deux  premiers  membres  des  équations  (4)  renferment 
quatre  fonctions  arbitraires.  Mais  ces  quatre  fonctions  n'en  sont  pas 
moins  déterminées  par  les  deux  équations  dont  il  s'agit  [voir  la  Note 
précédente);  en  sorte  que  les  conclusions  précédentes  subsistent, 
comme  si  les  premiers  membres  des  équations  (4)  renfermaient  seule- 
ment deux  fonctions  arbitraires. 

Je  passe  maintenant  à  l'équation  (3).  Si  l'on  développe  son  second 
membre  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  b,  et 
que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

l    >    f      I     cosamcoscn\f{mfn)-{-j[m,n]\dmdn=z^[a,c)f 
\    I      I     cosamcosc/i  /(m,  n)  —  [{m,  n)    (m^  -f-  n'^)^dmdn  =  'îf«(a,  c   , 

on  trouvera 

c'est-à-dire,  précisément  la  valeur  de  y©  qu'on  déduirait  de  l'équation 

d-qo       d^    .^Hî^  — 
da^   "^  db''   "^  dc^  ■"'"' 

par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Cette  valeur  sera  ta  plus 
générale  possible,  si  les  fonctions  ^(a,  c),  .f<(a,  c\  sont  entièrement 
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arbitraires;  et  l'on  voit  d'ailleurs  que  rien  dans  Téquation  (7)  ne 
restreint  leur  signification,  puisqu'on  peut  leur  donner  une  valeur 
quelconque,  et  déterminer  ensuite,  au  moyen  des  équations  (G),  les 
fonctions 

/(m,  n)-\-  j[m,  n), 
(;n2  +  n^)^[^/(m,n)-/(m,/i)], 

et  par  suite  les  deux,  suivantes, 

{voir  à  ce  sujet  la  Note  précédente).  Ainsi  la  formule  (3),  dont  l'équa- 
tion (7)  n'est  que  le  développement,  doit  être  considérée  comme  l'inté- 
grale générale  de  la  première  des  équations  (r). 
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Nous  allons  donner  dans  cette  Note  les  intégrales  générales  des  deux 
équations 

— -^  -4-  S"^  — ^  —  o 


On  satisfait  évidemment  a  la  première,  en  supposant 


/q=\    /     cosma:    e'» V* ' Ç ( m ) rf//i 


rt  00 


-+-  >    /     cos/njc  cos/n^g-*/ q)(m)r///i 
4-N    /     cosm^  sin/n^g^^/ ^[m)rfm, 
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<>t  à  la  seconde,  en  supposant 

4- >    1      j     cosmx  cosnz  e-('^*-*-''*^*ff*^l{m,  n)dmdn 

i    M  ( 

'  ^       /*•      /*•  1     1 

-h  >    /      I     cosmx  cos/is  cos(m2-hn2)»g^/<p(m,  n)rfmrf/i 


VI    /••   /•*  11 

/Il     cosmxcosnzsin{m'-hn^yg^i^[m9n)dmdn. 


Il  reste  à  savoir  si  ces  dernières  ont  toute  la  généralité  possible.  C'est 
ce  dont  il  est  aisé  de  s'assurer  par  la  même  méthode  dont  nous  nous 
sommes  servis  dans  la  Note  précédente. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  la  généralité  de  l'équation  (2), 
on  développera  le  second  membre  de  cette  équation  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  par  le  moyen  des  formules 


e^m*  ^*  r  n:  I  ± P 1 o —  ±  . .  •  » 

I  i .  2 

°  1.2 

^  ^  ^  \        m 

sin 


11           14         m^ir^/' 
wnm'sr^ i=^  m' er  t ^^— r — h  •  •  • 


Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

\    1     cos/na:[Ç(m) -h  ç(/ii) -4- ©(m]       c/m  1=    f^x), 


^"  */0 


4) 


Y^  /*•  1 

>  /     cosmj:[Ç(/ii)  —  ^(/n)  +  'ji(//i)]/n^rf/îi  =:  fi(^), 

N  /     cosmjr  [Ç(m) -h  ç(/n)  —  9|/ir]m  dm  —  Ui^]^ 

\}  c*  -  . 
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on  trouvera 


^     '       i.'2."3.4      é/x-  1.2.3.4.5,6.7. 


(•>) 


f/^  f(x) 

I         ^    '         1.^2.3.4.5        ax- 
1.2     ^^    '       1.2.3.4-5.6      dx'^ 

j!f!  f3  (^)  _  __€!i!__  ^Jil£l 

1.2.3     ^    '        1.2.3.4.5.6.7      dx'^ 

Cette  valeur  de  Q,  étant  tout  à  fait  semblable  à  celle  qu'on  déduit 
directement  de  la  première  équation  (i)  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  sera  la  plus  générale  possible,  si  les  fonctions 

Î[X),       Îi{x)y       Î2[^),       hi^) 

restent  entièrement  arbitraires.  D'ailleurs,  comme,  sans  restreindre  ces 
dernières,  on  peut  toujours  déterminer,  par  la  méthode  de  la  Note  VllI 
appliquée  aux  équations  (4),  les  valeurs  respectives  des  fonctions 

Ç(m)-h^(m)  +  <p(m), 
Ç(m)-$(m)4-^(m), 
Ç(m)-+-$(m)-?(m), 
Ç(m-)-|(m)-+;m), 

et  par  suite  aussi  celles  des  fonctions 

Ç(//i),  $(m),  cp(m),  ^(m), 

on  peut  conclure  que  la  formule  (2)  est  l'intégrale  générale  de  la  pre- 
mière des  équations  (r). 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  la  seconde  des  équations  (i) 
a  pour  intégrale  générale  la  formule  (3). 
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NOTE    XL 

Les  intégrales  que  nous  avons  obtenues  dans  les  Notes  précédentes 
ne  peuvent  être,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Mémoire,  appliquées  direc- 
tement à  la  théorie  de  la  propagation  des  ondes.  Mais,  pour  en  déduire 
les  lois  du  mouvement,  il  a  fallu  commencer  par  substituer  aux  fonc- 
tions arbitraires  comprises  dans  ces  intégrales  celles  que  fournissent 
immédiatement  les  données  de  la  question.  Les  substitutions  de  ce 
genre  se  réduisent  en  général  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  problèmes 
suivants. 

PuoBLKME  l.—^ety  étant  des  fondions  données  d^une  seule  variable, 
et  ta  fonction  f  étant  assujettie  à  vérifier  l'équation 

[i]  \    I     cosam /(m)rfm  =  J(a), 

déterminer  la  valeur  de  l* intégrale 

/>.;  \    /     cosam  y{m)f{m)dm, 

exprimée  seulement  par  le  moyen  des  deux  fonctions  connues  ^  et  :f. 

Pnom  Ame  II.  —  rf  e/ y  étant  des  fonctions  données  de  deux  variables  p 
et  la  fondions  f  étant  assujettie  à  vérifier  V équation 

(3)  /    \      \     ^o^^^^^^^oscn  f[m,  n]dmdn  =  ^{a,  c]f 

déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 


'V 


_       p*      p* 

/If     cosamcoscn  y{m,  n)  f{m,  n)dmdn, 


exprimée  seulement  par  le  moyen  des  deux  fonctions  y  et  ê. 
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Solution.  —  Pour  résoudre  le  premier  problème,  il  suffit  d'observer 
qu'en  vertu  de  la  Note  VI  [équation  (3)]  on  a  en  général 

CS)  y(/72)  =  -     /         /       C0SmGJC0S|ULG7  /[fXJc/^cfcj. 


En  substituant  cette  valeur  de  "([m)  dans  l'intégrale  (2),  et  ayant  égard 
aux  formules 

3C0sa/n  cosmxs  =  cos/n(«-i-  w)  -h  cosm(a  —  in), 
î  sxnam  cosmcj^^  s\ntn[a  -h  cj)  -h  sinm('a  —  gj), 

d'où  Ton  conclut  aisément 

\    /     rïcosfl/ncos/ncy/(m)rf/w  =\    /     cosm[a-^xa)f[m]dm 

-+-\    /     cosm[a  —  m)f[m)dm 

on  trouvera  que  l'intégrale  (2)  se  réduit  à 

-   /    '/     cos/:jinj  y(fz)[^(a-hGj)  H-^(rt  —  Gj)]rfcyrfa 
—  -   /       1     C0S|tJtcy  y(/:A)  ^{a-hm)  dusdyi. 

Comme  dans  la  dernière  de  celles-ci  on  peut  changer  ny  en  ny  —  a,  sans 
altérer  les  limites,  on  obtiendra  enfin  l'équation 

;(>)  \    /     cosam  y[ni)f{m)dm=  -  j       j     cos/:ji(gj  —  «)  y(fx)  ^(gj)  rfrarf//. 


Cette  équation  fournit  la  solution  complète  du  premier  problème. 

De  même,  si  l'on  substitue  dans  l'intégrale  (4).  au  lieu  de  y(/w,  /î), 
sa  valeur  [ro/rla  Note  VII,  équation  (3)]  tirée  de  l'équation 

[1)  y['^^9^)==  ~i  I      I      l      I     cosmnjcos/xcjcosnpcosvp  y(/x,  vjrf/xrfyrfcjrfp, 

(ouvres de  C.  —  S.  I,  1. 1.  ^O 
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on  obtiendra,  par  une  analyse  semblable  à  la  précédente,  la  formule 

l  X     /      /     cosamcoscn  y  m^n]f[myn]dmdn 

qui  sert  à  résoudre  complètement  le  second  problème. 

Exemple  L  —  Supposons  qu'étant  donnée  l'équation  de  condition 

m 

[9)  \    /     cosamf[m)dm  =  ^,a  , 

on  demande  la  valeur  de 


î'o; 


exprimée  au  moyen  de  .f ,  b  étant  une  quantité  négative. 

Pour  faire  coïncider  la  valeur  de  q^  avec  l'intégrale  (2),  il  suffira  dv 
faire  y  (m)  =  e*'";  et  par  suite  l'équation  (G)  donnera 

qo=-  I       I     cosii[ja—a)e-(^^v-^[in)dvsdfji. 

D'ailleurs,  on  a 

La  valeur  précédente  de  q^  se  réduira  donc  à 


:«-; 


ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (3i)  (l'*  Partie). 
Si  l'on  suppose  que  (—  i)  s'évanouisse,  l'intégrale 

n'ayant  alors  de  valeur  sensible  qu'entre  des  limites  de  u  très  rappro- 


NOTE   XI.  155 

cliées  de  a,  sera  une  intégrale  singulière,  et  aura  pour  valeur 

ce  qui  vérifie  la  valeur  de  Qo  (1**^  Partie,  Section  111,  n"  4). 

Exemple  IL  —  Supposons  qu'étant  donnée  l'équation  de  condition 

(i-i)  \    I       /     cosamcoscn  f{m,  n)dmdn^^(afc), 


on  demande  la  valeur  en  ^  de  l'intégrale 

{i3)  9^^x!  /     /     cosa/îicosc7ie*('«'+«')^/(m,  n)rf/nrf/i, 


b  étant  une  quantité  négative. 

Pour  faire  coïncider  la  valeur  de  q^  avec  l'intégrale  (4)»  il  suffira 
de  faire 

et  par  suite  la  formule  (8)  donnera 

(i4)  ^0=  -i   /      j      j       f     cos[i.[x3  —  a)cosv(p'-c]e^(\^^'**^*0{T3,p)dixdvdwdp. 

Cette  valeur  de  q^  se  présente  sous  une  forme  assez  compliquée;  mais 
on  peut  la  simplifier  par  les  considérations  suivantes. 

On  a,  en  vertu  de  la  formule  (5)  (Note  II),  b  étant  supposé  négatif, 


-.2  •/ 0 


et  par  suite 


J'      /     cosfx(cy  — a)cosv(p  — c)  e*(l^'+^')*rf/jLrfv 
0       vn 


0       *'0 


rj        /»•    /•-    /••    _««_£!Ji:_£ll' 

=    —     /      /      /     e         *••     *•' cosfx(nj  — a)cosv(p  — c)£/|uic/yrf9 

^a    Jo     •^o     «>^0 

=  -1 —  I      f      f     «^"^     »*    "  cos  — ^-^ f-u.  cos — î^-g ^v  d[i.dv6^de. 
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Dans  te  dernier  membre  de  Téquation  précédente,  on  peut  facilement 
effectuer  les  intégrations  relatives  à  (jl  et  à  v  au  moyen  de  la  formule  (4) 
(Note  II)  et  l'on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

f      /     cosfx(nj  — a)cosv(p  — c)  e*(i^'-»-v)irf|;jte7v 


O' 


0 

I 


^J^^l:z^l ,  fe^e-'^de 

[6»  +  (6J-a)»4-(p-c)«]''-'o 


TTf-A] 


■,[b»  +  (r;,  -  ay  +  {p  -  c-yq' 


Cela  posé,  la  formule  (i4)  se  trouvera  réduite  à 


(■.^)    î-^rx/(-'P) 


dm  do 


a 


[A^+(^-«)^  +  (p-c-)^r 


ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (44)  de  la  première  Partie  du  Mémoire. 
Si,  dans  l'équation  précédente,  on  suppose  {— b)  très  petit,  l'in- 


tégrale 


(.6)        r  th^^p) 


(  —  b]dxssdp 


[b^'^[js-aY^[p-cYY 


n'aura  plus  de  valeur  sensible  qu'entre  des  limites  de  xs  très  rappro- 
chées de  a,  et  des  limites  de  p  très  rapprochées  de  c.  D'ailleurs,  si  Ton 
suppose  les  intégrations  faites  entre  ces  dernières  limites,  on  aura  k 
très  peu  près,  pour  toutes  les  valeurs  de  cr  et  de  p, 

F(nj,p)  =  F(£i,c), 

et  par  suite 

{—b)dmdp  ^i       s  C  C  \—b\dwdp 


Enfin,  comme  cr  et  p  doivent  très  peu  s'écarter  de  a  et  de  c  dans  Tinté- 
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grale 

f  —  b]dza  dp 


'■"  // 


[62-+-(e-a)2-h(p-c)2p 


on  fera,  pour  remplir  cette  condition, 

■ 

p  =  c  —  bc^; 

et  les  nouvelles  variables  C  S  pourront  alors  obtenir  des  valeurs  posi- 
tives ou  négatives  très  considérables,  pourvu  que  ces  valeurs  ne  soient 

pas  comparables  à  t-  Cela  posé,  l'intégrale  (c 7)  se  réduira  sensiblement 
à  la  suivante 

prise  entre  de  très  grandes  valeurs  négatives  et  de  très  grandes  valeurs 
positives  des  variables  Ç  et  î;  c'est-à-dire,  à  très  peu  près,  à  la  même 
intégrale  prise  entre  les  limites 

De  plus,  si,  dans  cette  dernière  intégrale,  on  change  successivement 

^  en  ^yjc,^  et  i^  en    ^.y-i^  ^^  V^^  n'altère  pas  les  limites,  elle  deviendra 

I  -1-  ^ 


dKyJc:^dl  _    C'      dl       /•-     y/g^rfg     _ 


+^-('-^?')r   ''—      -^-«(i-H?^)^ 


Donc  enfin  l'intégrale  (iG)  sera 

d'où  il  résulte  que,  pour  une  valeur  nulle  de  6,  le  second  membre  de 
l'équation  (i5)  se  réduit  simplement  a 

'f  (a,  c). 
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Exemple  III.  —  Supposons  qu'étant  donnée  l'équation  de  condition 

(19)  -<— \    1     cos/na  ^ (m)  m^c/m  =  F(aj, 

on  demande  la  valeur  de 


(•20)  jr=  -j—  \    I     cosm;ccos/n''g^/  ^{f^)  n^^dm 

exprimée  au  moyen  de  la  fonction  F. 

Pour  faire  coïncider  l'équation  de  condition  donnée  avec  l'équa- 
tion (1),  il  suffira  de  faire 


'      î 


f-m^(m)=:/(m),     F(a)  =.?;«), 

Pour  faire  coïncider  en  outre  l'intégrale  (2)  avec  la  valeur  dey,  il  suf- 
fira de  changer  a  en  a?,  et  de  faire 

1  1 

y  (m)  =  cos  m'^g^  t. 

Cela  posé,  l'équation  (6)  donnera 


-   /       /     cosp(nj  — x)  y{ii)  ¥(^)diad[jL, 


OU,  ce  qui  revient  au  même 


(-21)  y=  -   /       /     cos ijl(x3  —  x)cosiJ.'^ g^t  ¥(T3]dx3dyL. 

Cette  valeur  de  y  est  précisément  celle  que  nous  avons  employée  dans 
la  seconde  Partie  du  Mémoirfe  [équation  (58)]. 

Exemple  IV.  —  Supposons  qu'étant  donnée  l'équation  de  condition 
(12  \    j     cosam  <p(m)rf/w  =  rf(a), 
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on  demande  la  valeur  de 

exprimée  au  moyen  de  ^. 

En  raisonnant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  trouve  pour  la 
valeur  cherchée 

['24)  Q=-  /       /     cos  iJL[rMt  —  x)  cos  [jL^g^t  ^[13)  dzsdiJLy 

ce  qui  s'accorde  avec  la  seconde  des  équations  (64)  (11*^  Partie). 

La  première  de  ces  mêmes  équations  se  démontre  avec  la  même 
facilité. 

On  peut  remarquer  que  la  valeur  de  j  donnée  par  l'équation  (21)  et 
la  valeur  de  Q  donnée  par  l'équation  (24)  sont  les  mêmes,  à  la  diffé- 
rence près  des  deux  fonctions  F  et  rf . 

Exemple  V.  —  Étant  données  les  équations  de  condition 

^-\    /      /     cosam  coscn  ^(m,  n)  [m^-h  n^)*dmdn=¥{a,  c), 

\    /      1     cosam  coscn  ^(m,  n)dmdn  =  ^(a,  c). 


on  demande  la  valeur  de 


00        /l  X  1        J_ 


i  Q=\    I       1      cosmx  cosnz  coslm^-h  n^)^g^t  (f(m,  n)dmdn 

^        }     1  ^     /»»    /•»  XL 

4-^    f      I      cos/iij?  cos/iz  sinlm^-h  n'^)^g^t  ^{nif  n)dmdn 


exprimée  au  moyen  des  deux  fonctions  F  et  §. 
Cherchons  d'abord  la  valeur  de  l'intégrale 

v^    /*•  /»•  1  1 

{^7)        X    /      /     ^^^  ^^  cosnz  cos{m^-hn^yg^t  ?(m,  n)dmdny 


exprimée  par  le  moyen  de  la  fonction  §.  Pour  trouver  cette  valeur,  il 
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suffira  évidemment  de  remplacer  dans  Téquation  (8)  a  et  c  par  x  et  s, 
puis  la  fonction /par  la  fonction  cp,  et  de  faire 

y  (m,  n)  =  cos[m^  -h  n^Y g^ t. 

V 

Ainsi  la  valeur  de  l'intégrale  (27)  sera 

/%*        /%tc        r»»         pm  f         I 

('^8)  zï  I      f      f       I     cos/ui(cj~x)  cosv(p  — 2)  cos(//2  +  v2)^g''^/ rf(nj,  p)c//jt</ycfo(/p, 


On  peut,  au  reste,  obtenir  la  même  intégrale  sous  plusieurs  formes  dif- 
férentes, ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Lorsque,  dans  la  première  des  équations  (3)  (Note  VI),  on  fait 


a  — 

1          1 

F.(a)- 

1    1 

on 

trouve 

cos(|ul2-+- 

v«)V'  = 

2    /•-/•- 

cos(fy-2-4-V"')m  cosm/i 

1    j. 
cos/i^g^/rf/n 

c//t. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  cos([x^  -hv^)*^^/  dans  la  formule  (28), 
on  pourra  effectuer  les  intégrations  relatives  à  (jl  et  à  v,  et  l'on  trouvera, 
en  vertu  de  la  seconde  formule  (i3)  (Note  II), 

/     cos{tji^-hy^)m  cosii[t3  —  x]cosv {p  —  z)dfjLdv 

0     *^o 

m 

4'«      L  4'«  J 

Par  suite,  la  formule  (28)  deviendra 
o    — ■   /      /      /       /     cosmn  cosn^/T/ sinp '—. — — -\ ?ibi,p  «/nT</o. 


Si  dans  cette  dernière  on  fait  m  =  -i  n  =  u.y,  on  obtiendra  la  suivante. 
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qu^on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

l3i) — 5/       /      /       /      cos{|ULv)'g^/ smv  cos!-^ ■ — j^ '--^  ^[x3,p)dyLdydxsdp, 


en  échangeant  Tune  contre  l'autre  les  deux  variables  jx  et  v,  après  que 
Ton  aura  remplacé 

V-  par  (^_^^.t(p^,..  \^> 


On  a  donc  enfin 


V  par  ^ j-^^ y. 


N    /      I     cosm^c  cos/12  cos(/ii*4- /i^j^g"'"/ 9(/ii,/i)  rfmrf/i 


—  — ^  I      I      I       1     oos[yLvygU  smv  cos ^  ii.J{w,p]diidydTsdp, 


la  relation  qui  existe  entre  les  fonctions  ^  et  ç  étant  déterminée  par 
Téquation 

^(«,c)=:\    /      /     cosam  coscn  (f{m,n)dmdn. 


Si  dans  l'équation  (Sa)  on  remplace 


I  1 

9(m,/i)  par  — p- ^(m,/i)(m24- n^)*, 


on  trouvera  de  la  même  manière 


I  v^  r*  r*  1  i  < 

^\    I      /     cosmx  cosnz  cos{m^-{- n^)^  g^t  ^{m,n)[m^-\-n^fdmdn 


(33) 


g^i        ^^    ./o 


=  ^/'   rf_^f'<'^^il'^f^^^^^^^OS^'^        ^^'^^P"^^^VF(^>P)rfprfvrfGTrfp, 


pourvu  que  la  fonction  F  soit  donnée  au  moyen  de  ^  par  l'équation 
F(a,c)  =  -j-\    /      /    cosam  coscn  r^{m,n){m^-hn^)^dmdn; 

(ouvres de C,  —  S.  I,  1. 1.  i\ 


(H) 
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c'est-à-dire,  pourvu  que  les  fonctions  F  et  ^  aient  entré  elles  la  relation 
que  suppose  la  première  des  équations  (sS). 

Si  .maintenant  on  intègre  depuis  /  =  o  les  deux  membres  de  Téqua- 

- 
tion  (33),  et  que  l'on  fasse  passer  le  diviseur  g'-^^  en  multiplicateur 

dans  le  second  membre  de  l'équation,  on  trouvera 


V^     /»*    /••  i_    1 

/Il     cosmx  cosnz  sïn [m-  -^  n^)*g^t  ^{m,n)(fmdn 

gU  r  r  r  r  '  f  4J.  •      [m-x]^-\-{p-zy'  ^.   . ,  ,  j^x^/v 

En  vertu  des  formules  (32)  et  (34),  la  valeur  de  Q  donnée  par  l'é- 
quation (26)  devient 

i  i^      ^^    r    r    r  r    '    t     ^T  ^,    .              [(nJ-^l^-hip-^)*]^^.        .  ,     ,    fim^h 
"^ — ir;  I       I       I      I    cosiavj^g"^/ smv  cosî ^ ^—^[Wf  pjafsdpdurij: 


ce  qui  s'accorde  avec  la  seconde  des  équations  (80)  (H*  Partie).  Un 

calcul  absolument  semblable  fournira  la  valeur  de  ^;  et  d'ailleurs  il  est 

aisé  de  s'assurer  que,  pour  déduire  la  valeur  de  q  de  celle  de  Q,  il 

suffit  de  remplacer,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (35),  les 

deux  quantités 

Il  11 

sinduLv  )*§•*/,     cosiiiv)*  g^t 

par  les  produits 

•  i  j,  i  il 

e(i*^)V  sin(/:jiv)*g^/,     ed^^^'r  cos(av)*g--V. 


NOTE  XII. 

On  peut  tirer  de  l'équation  (G)  (Note  précédente)  cette  conséquence 
remarquable,  que,  si  la  fonction  .i{a)  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  a,  l'intégrale  (2)  s'évanouira.  De  même,  en  vertu  de  l'équation  (8\ 
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si  la  fonction  ê{a,  c)  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  c, 
rintégrale  (4)  sera  nécessairement  égale  à  zéro.  Il  suit  de  là  que  l'é- 
quation 


(0 


\    j     cosam  f{m)dm—\    j     cosam  f{m]dm 


entraîne  la  suivante 


(i)         \    j     cosam  y  [m)  f [m]  dm  ^\    j     cosam  y  [m)  r  (m)  dm. 

£n  effet,  la  première  équation  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

\    /     cosrtm   /(m)  —  r(m)  Irfm  =  0, 

on  peut  y  considérer /(m)  —  !{m)  comme  une  seule  fonction  de  m\  et 

si,  dans  cette  hypothèse,  on  détermine  par  la  Note  précédente  la  valeur 
de  l'intégrale 

\    /     cosam  y[m)\f[m) —  r[m)\dm^ 

on  trouvera  que  cette  intégrale  se  réduit  à  zéro  ;  ce  qui  vérifie  l'équa- 
tion (2). 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  l'équation 

^)   y    \      \     cosam  coscn  f[mf  n]  dmdn=y    j      j     cosam  coscn  T[m,n)dmdn 

entraine  la  suivante 

4    \    /       /     cosam  coscny[m^n)  f[mfn]dmdn  =  \    I      j     cosam  coscn  y[mfn)  nm,n)dmdn. 

A  l'aide  de  ces  remarques,  il  est  facile  de  prouver  que,  dans  la  valeur 
générale  de  Q  déterminée  par  l'équation  (5o)  de  la  seconde  Partie  du 
Mémoire,  les  fonctions  ^{m)  et  ^(/n)  doivent  disparaître.  En  effet,  soit. 


21 . 
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pour  abréger. 


1      t 


cosm'^g^t  9(/n)  H- sinm-g^/  ^[m)=:fi{m,t),  - 
l'équation  (5o)  se  trouvera  réduite  à 

(6)  ^~Aà  I    ^^s'^^  [/»('^'' )-+■/« ('w>0]^'w; 

et,  comme  elle  doit  s'accorder  avec  la  première  des  équations  (49)»  on 
aura  nécessairement 

\    /     cosmx  f{m,t)dm=\    1     cosm:r  [/((m, /) -|-/2(/w, /)]rfOT, 

d'où  l'on  conclura,  en  vertu  des  principes  qu'on  vient  d'établir, 
\    /     cosmx  f{m,t)mdm=\    l     cosm^  [/»  (m, /) -+-/2(m, /)]mrf/w. 

Par  suite,  la  troisième  des  équations  (49)  (II®  Partie  du  Mémoire)  de- 
viendra 

(7)  ^^^  sS  /     ^^^"^^  [fi{m,l)-^fi{m,t)]mdm. 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (45)  (11*^  Partie,  Section  II) 

gd   ôt^ 

En  substituant  dans  cette  dernière  formule  la  valeur  de  Q  donnée  par 
l'équation  (5o)  (II*  Partie),  on  trouvera 

(8)  ^"^iS  /    ^^^"^^  [fiifn^t]  -f2{m,t)]mdm. 

Pour  que  cette  seconde  valeur  de  V  soit  identique  avec  la  première,  il 
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faut  nécessairement  que  l'on  ait 

(9)  \    /     cos/iij:/i(m,  f) /nc/m  =  o, 

et  par  suite 

(10)  \    /     cosmj: /i  (m, /)rf/n  =  o. 

En  vertu  de  cette  condition,  la  valeur  de  Q  donnée  par  l'équation  ((>) 
se  réduira  simplement  à 

(Q=:\    /     cosma:  f2{mft)dm 

111      < 

=z\    I     cosmx  [cosm^g--/  (p(/n)  h- sinm^g^/  ^(m)\dm. 

Ainsi  les  deux  fonctions  arbitraires  C(/w),  H  (m),  disparaissent  complè- 
tement, et  l'équation  (5o)  se  trouve  réduite  à  la  seconde  des  équa- 
tions (54)  (IP  Partie). 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus,  la  condition  (10)  entraine  la 
suivante 

(11)  \    I     cosmx  e'^y  fi(mj  t)dm  =  o; 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  arbitraires  ^(/w),  S(/w),  doivent  encore 
disparaître  de  la  valeur  générale  de  y,  et  que  cette  valeur  doit  se  ré- 
duire à  celle  que  fournit  la  première  des  équations  (54). 

En  appliquant  à  la  valeur  générale  de  Q,  déterminée  par  l'équa- 
tion (73)  (II®  Partie),  des  raisonnements  absolument  semblables  à  ceux 
qu'on  vient  de  faire,  on  prouverait  facilement  que  les  deux  fonctions 
arbitraires  ^(m, /i),  ^(w, /i),  doivent  complètement  disparaître  du 
calcul;  ce  qui  réduit  les  valeurs  générales  de  y  et  Q  à  celles  que  four- 
nissent les  équations  (76). 
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NOTE    XIII. 

Je  terminerai  ces  Notes  par  une  remarque  qui  sert  à  confirmer  la 
justesse  de  nos  calculs.  Si  l'analyse  que  nous  avons  employée  est 
exacte,  les  diverses  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  Q  doivent 
satisfaire,  dans  le  cas  de  deux  dimensions,  à  l'équation 

et,  dans  le  cas  de  trois  dimensions,  à  l'équation  suivante 

Par  suite,  l'ordonnée  j  de  la  surface  et  les  vitesses  U,  V,  W,  qui  sont 
respectivement  proportionnelles  à  plusieurs  coefficients  différentiels 
partiels  de  la  fonction  Q,  doivent  aussi  satisfaire  aux  deux  équations 
dont  il  s'agit.  On  doit  avoir  en  conséquence 

« 

pour  le  cas  de  deux  dimensions,  et 

f)»r         ^/à^r      d'r\ 

pour  celui  de  trois.  Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'en  effet  les  valeurs 
trouvées  pour  v  satisfont  aux  équations  précédentes. 

Ainsi,  par  exemple,  en  supposant  les  impulsions  nulles  à  l'origine, 
et  la  hauteur  primitive  des  ondes  fort  petite,  nous  avons  trauvé  dans  la 
troisième  Partie  (Section  I,  n**  7) 


G  K 
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r  K 

-^  étant  une  constante,  et  la  valeur  de  -  étant  donnée  en  série  par  Té- 

quation 

(6)  K_grf^  g^U^       .  g^i^^ 


X        2X^       4*^'^'^*       6.7.8.9. loj;* 

K 

Cette  dernière  valeur  de  —  vérifiant  l'équation  (3),  ainsi  qu'on  peut 
s'en  assurer  directement  par  la  substitution,  il  en  sera  de  même  de  la 
valeur  de  y. 


*  NOTE  XIV. 

SUR   LES  PHÉNOMÈNES  ATTRIBUÉS  DANS  LE  MOUVEIIENT  DES    ONDES   A   l' ACTION 

DE   FORCES   IMPULSIVES. 

Nous  avons  dit  que  le  mouvement  d'une  masse  fluide  pesante  pouvait 
être  censé  produit,  ou  par  l'action  d'une  partie  de  cette  masse,  d'abord 
soulevée  ou  déprimée,  puis  abandonnée  à  elle-même,  ou  par  l'action  de 
forces  impulsives  primitivement  appliquées  à  la  surface  extérieure.  Que 
le  fluide  puisse  être  mis  en  mouvement  par  la  première  de  ces  deux 
causes,  c'est  ce  qu'on  ne  saurait  révoquer  en  doute.  Mais  une  difficulté 
s'élève  à  l'égard  de  la  seconde.  En  effet,  l'on  entend  par  force  impul- 
sive une  force  capable  de  transmettre  instantanément  k  un  corps  une 
vitesse  finie.  Or  il  n'existe  point  de  semblables  forces  parmi  celles  que 
l'on  considère  ordinairement  en  Mécanique,  et  que  l'on  soumet  au 
calcul.  C'est  uniquement  à  l'aide  d'une  action  continue  et  prolongée 
pendant  un  certain  laps  de  temps,  que  la  pesanteur,  les  ressorts,  les 
attractions  et  répulsions  de  toute  espèce,  parviennent  à  communiquer 
à  un  corps  en  repos  une  vitesse  sensible.  A  la  vérité,  dans  certaines 
circonstances,  par  exemple,  dans  le  choc  des  corps  élastiques,  la  trans- 
mission du  mouvement  d'un  corps  a  un  autre  a  Heu  dans  un  temps  si 
court,  qu'elle  parait  instantanée.  Mais  on  a  tout  lieu  de  penser  que  ce 
temps,  quoique  inappréciable  pour  nous,  n'est  jamais  rigoureusement 
nul.  En  suivant  cette  idée,  il  semble  qu'on  devrait  toujours,  dans  la 
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Métraniqne,  regarder  une  vitesse  oa  une  quantité  de  mouvement»  non 
<N>mme  une  force,  mais  comme  Teflet  d'une  force,  et  se  borner  à  établir 
IVquilîbre  entre  des  forces  motrices,  c'est*à-dire,  des  pressions,  ou  des 
forces  accélératrices,  c'est-à-dire,  des  pressions  rapportées  à  l'unité  de 
masse.  Néanmoins,  dans  tous  les  Traités  de  Dynamique,  lorsqu'il  s'agit 
de  résoudre  les  problèmes  relatifs  au  choc  des  corps,  on  a  recours  à  la 
considération  de  forces  impulsives,  et  les  résultats  auxquels  on  arrive 
de  cette  manière  s'accordent,  ainsi  que  31.  Ampère  l'a  fait  voir,  avec 
ceux  qu'on  obtiendrait  en  se  conformant  aux  principes  que  nous  venons 
de  rappeler. 

En  revenant  à  l'objet  de  notre  Mémoire,  nous  devons  conclure  que 
le  mouvement  des  ondes  peut  être  rigoureusement  déterminé  par  nos 
formules,  toutes  les  fois  qu'il  est  produit  par  l'action  d*une  partie  de 
la  masse  fluide,  d'abord  soulevée  ou  déprimée,  puis  abandonnée  à  elle- 
même.  Quant  à  l'action  de  forces  impulsives,  on  doit  seulement  la 
considérer  comme  une  fiction  propre  à  faire  découvrir  les  phénomènes 
relatifs  à  l'espèce  particulière  de  mouvement  communiqué,  dans  un 
temps  très-court,  au  fluide,  par  un  mobile  qui  serait  venu  frapper  avec 
une  vitesse  finie  une  très-petite  portion  de  la  surface  extérieure. 


*  KOTE  XV. 

SUK  LA  DÉTEEMINATIOX  DBS   QUANTITÉS  DÉSIGNÉES   PAH  g   ET   Q. 

Ainsi  que  nous  en  avons  fait  la  remarque,  les  diverses  inconnues  que 
présente  le  problème  des  ondes  peuvent  toutes  se  déduire  des  deux 
quantités  désignées  par  q  et  Q.  Or,  quoique  l'analyse  du  n®  4  (II*  Par- 
tie, Section  II)  ne  suffise  pas,  comme  on  le  verra  tout  à  Theure,  pour 
établir  rigoureusement  Téquation  (44)  ^  laquelle  la  valeur  de  Q  doit 
satisfaire,  on  ne  saurait  néanmoins  élever  aucun  doute  raisonnable  sur 
Texactitudé  des  valeurs  de  ^  et  de  Q  que  fournissent  dans  la  Section  IH 
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(IP  Partie)  les  formules  (54)  et  (yG),  Prenons  en  effet  pour  exemple 
la  valeur  de  q  donnée  par  la  première  des  formules  (54)  (II*"  Partie, 
Section  III).  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Mémoire,  aux  pages  21, 
56  et  59,  il  est  clair,  i®  que  cette  valeur  vérifie  Téquation 

sans  devenir  infinie  pour  des  valeurs  infinies  et  négatives  de  y\ 
2°  qu'elle  rend  identiques  les  deux  expressions  de  la  vitesse  verticale  V, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  qu'elle  satisfait  à  l'équation 

\  *  d-q \  dq 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  k  la  suivante, 

,    ,  .  d^q         dq 

dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  y  =  o.  Ajoutons  que  les  fonc- 
tions arbitraires  comprises  dans  la  première  des  formules  (54)  peuvent 
être  déterminées  par  le  moyen  des  valeurs  initiales  de  q  et  àey  corres- 
pondantes à  la  surface  du  fluide.  Or  ces  différents  caractères  sont  pré- 
cisément ceux  auxquels  on  doit  reconnaître  la  variable  q,  lorsque  le 
fluide  se  réduit  à  deux  dimensions,  sa  profondeur  étant  infinie.  Donc 
le  problème  des  ondes,  qui  n'a  certainement  qu'une  solution,  se  trouve 
résolu  dans  le  cas  de  deux  dimensions  par  les  formules  (54) t  dont  la 
première  entraine  la  seconde,  et  par  celles  qui  s'en  déduisent.  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  la  valeur  de  q^  donnée  par  la  première 
de  ces  formules,  vérifie  généralement  l'équation 

laquelle  se  change,  pour7  =  o,  dans  l'équation  (44)  (H*^  Partie). 

Au  lieu  de  prouver  a  posteriori  que  la  valeur  de  q,  ci-dessus  men- 
tionnée, remplit  toutes  les  conditions  requises,  on  pourrait,  à  l'aide  des 

OEuvres  de  C,  —  S.  I,  t.  I.  22 
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principes  établis  dans  le  Mémoire,  et  sans  recourir  à  l'équation  (44) 
(II*"  Partie),  déduire  directement  cette  valeur  de  la  formule  (48).  Effec- 
tivement, la  formule  (48)  (II®  Partie)  étant  admise,  l'équation  (2)4  qui 
doit  être  vérifiée  pour  y  =  o,  se  réduit  à 

(4)  "^"^S/    cos/iiJ7|^-^^-^+g-/ii/(/iî,  ojrf'w. 

On  satisfait  à  cette  dernière  en  supposant  la  fonction /(m,  /)  assujettie 
à  Téquation  différentielle     ^ 

(5)  0=      -^j^/    ^+gm/(m,/), 

dont  l'intégrale  générale,  présentée  sous  la  forme 

«  1  ±  i 

(6)  /(''»>  0  —  cosm^g^/  (f[m)  4-  slnm^g^i  ^{m), 

conduit  immédiatement  à  la  première  des  équations  (54)  (II*  Partie). 
II  reste  à  faire  voir  que  la  formule  (4)  entraîne  nécessairement  la  for- 
mule (j),  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  m. 
Or,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

les  équations  (4)  et  (5)  deviendront  respectivement 

(7)  o  =  \    I     cosmx  y[m)  dm, 

(8)  o  =  y{m). 

Ajoutons  que,  le  second  membre  de  l'équation  (7)  représentant  une 
expression  de  la  forme 

Jcosmx  yi(/n)  rfm -h  /     sin mx  y 2  [m)  dm, 

la  formule  (8)  doit  être  censée  renfermer  deux  équations,  savoir. 
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On  aura  donc  simplement  à  établir  la  proposition  suivante. 

Théorème.  —  y»!'^)»  Y» (''*)»  désignant  deux  fonctions  de  la  quan- 
tité m,  si  Von  a,  pour  des  valeurs  quelconques  de  la  variable  x, 

(9)  1     cosmx  yi{m)dm -h  l     sinmx  y2{ni)  dm=:o, 
on  en  conclura,  pour  des  valeurs  positives  quelconques  de  m, 

(10)  y,(m)  =  o,     y2(m)  =  o. 

Démonstration.  —  Si,  dans  l'équation  (9),  on  change  a?  en  —  x,  on 
obtiendra  la  suivante  : 

cosm^  yi  (m)  dm  —  /     sïnmx  y^im)  dm  =  o. 

De  cette  dernière  réunie  à  l'équation  (9)  on  tire 

/     cosmx  yi[m)dm  =^0, 

{^V  { 

/      ^\wmx  yi[m]dm^^o. 

Supposons  maintenant  qu'après  avoir  multiplié  la  première  des  for- 
mules (12)  par  cosiLxdXf  la  seconde  par  sin[Lxdx,  on  intègre  les 
deux  membres  de  chaque  formule  par  rapport  à  x  entre  les  limites 
a:  =  Of  X  =  ^.  Alors,  en  ayant  égard  aux  équations  (3)  de  la  Note  VI, 
on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  ;x, 

et  l'on  en  conclura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  m, 
ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


11, 
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Des  raisonnements  entièrement  semblables  à  ceux  qui  précèdent 
serviraient,  dans  le  cas  de  trois  dimensions,  à  déduire  de  la  for- 
mule  (71)  (II*  Partie)  la  valeur  de  q  donnée  par  la  première  des  for- 
mules (76). 

Revenons  maintenant  au  problème  proposé  en  tête  du  n®  4  (II*  Par- 
tie, Section  II).  Comme,  d'après  l'énoncé  de  ce  problème,  les  coeffi- 
cients différentiels  de  la  fonction  q  sont  des  quantités  infiniment  pe- 
tites, dire  que  les  équations  (4o)  doivent  être  vérifiées  pour  des  valeurs 
infiniment  petites  de  7,  c'est,  lorsqu'on  néglige  les  infiniment  petits 
du  second  ordre,  dire  qu'elles  doivent  être  vérifiées  dans  la  supposition 
j  =  o.  Or  la  première  des  équations  (4o),  se  trouvant  réduite,  par  cette 
supposition,  à  l'équation  (36),  ne  peut  plus  servir  qu'à  déduire  de  la 
quantité  Q,  censée  connue,  l'ordonnée  y  de  la  surface  du  fluide,  et 
nullement  à  fixer  la  valeur  de  q  ou  de  Q.  C'est  pour  cela  que,  dans 
la  page  53,  la  seconde  des  équations  (43)  ne  contribue  en  rien  à  la 
formation  de  l'équation  (44)-  Ainsi  les  seules  équations  qui,  d'après 
l'énoncé  du  problème,  aient  dû  être  et  aient  été  effectivement  em- 
ployées à  la  détermination  de  la  quantité  Q,  sont  l'équation  (39), 
subsistant  pour  des  valeurs  quelconques  de  la  variable  j,  et  la  seconde 
des  équations  (4o)»  supposée  vraie  pour  y  =  0.  Toutefois  la  double 
condition  de  vérifier  les  deux  équations  dont  il  s'agit  ne  suffit  pas 
pour  déterminer  complètement  la  valeur  de  Q,  et  laisse  le  premier  pro- 
blème de  la  page  5^  susceptible  de  plusieurs  solutions,  parmi  lesquelles 
se  trouve  celle  que  nous  avons  donnée.  On  obtient  celle-ci  en  suppo- 
sant que  la  seconde  des  équations  (4o)  subsiste,  comme  l'équation  (Sg), 
non-seulement  pour  une  valeur  particulière  dey,  savoir,  j  =  o,  mais 
encore  pour  cette  valeur  augmentée  d'une  quantité  quelconque  a, 
c'est-à-dire,  en  supposant  qu'on  a,  pour  des  valeurs  quelconques  de  j', 

à'q     à^q     à'-q 

et 
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En  effet,  on  tire  alors  de  l'équation  (i4) 

d^q  _       i     d^q    _   i    d^q^ 
"Sf^  ~^^  g  dydt^  ~  ê^  ^  ' 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  ^  dans  l'équation  (i3),  on  parvient 
à  la  formule 

de  laquelle  on  déduit  immédiatement  l'équation  (44)  (H®  Partie)  en 
posant  j=  o. 

Telle  est,  quand  on  la  présente  de  la  manière  la  plus  simple,  la  solu- 
tion que  nous  avons 'donnée.  Or  la  supposition  sur  laquelle  elle  s'ap- 
puie se  trouve  légitimée  par  une  condition  omise  dans  l'énoncé  du 
premier  problème  de  la  page  52,  savoir,  que  la  fonction  q  conserve 
une  valeur  finie  pour  des  valeurs  infinies  et  négatives  de  la  variable  y. 
Pour  montrer  comment  il  résulte  de  cette  condition  que  l'équation  (i  4)» 
supposée  vraie  pour  j'  =  o,  s'étend  à  des  valeurs  quelconques  de  j, 
faisons 

dq       d^q 

s  sera  une  nouvelle  fonction  des  variables  x,  j,  s,  /,  évidemment  assu- 
jettie à  la  double  condition  de  s'évanouir  pour  y  =  o,  et  de  ne  pas 
devenir  infinie  pour  des  valeurs  infinies  et  négatives  de  y.  De  plus, 
s  désignant  une  fonction  linéaire  des  dérivées  de  y,  l'équation  (j3) 
entraînera  la  suivante, 

qui  devra  être  vérifiée  pour  dès  valeurs  quelconques  de  y.  En  intégrant 
cette  dernière  par  la  méthode  du  n*^  7  (P*  Partie,  Section  III),  et  assu- 
jettissant la  variable  ^  à  la  seconde  des  conditions  ci-dessus  énoncées, 
on  trouvera  pour  cette  variable  une  expression  de  la  forme 

(i-^)  s=:\    I      I     cosmx  cosn2  ce»*-^"')^/ f(m,  yi, /jrfmrfn. 
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L'autre  condition,  en  vertu  de  laquelle  s  doit  s'évanouir  avec/,  don- 


nera 


„    /••  /»• 

y    I      f     cosnix  cosnz  {{m^n,  t)dmdn  =  o; 

et  l'on  en  conclura  (voir  les  Notes  XI  et  XII)  que  la  valeur  générale 
de  s  se  réduit  à 

(i8)  s  =  o. 

Par  conséquent,  l'équation  (i4)  sera  vérifiée,  quelle  que  soit  j. 

Au  reste,  l'équation  (i4)  ne  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  y,  qu'autant  que  la  profondeur  du  fluide  est  infinie.  Si,  pour  plus 
de  généralité,  l'on  supposait,  comme  l'a  fait  M.  Poisson,  que  le  fluide 
repose  sur  un  plan  horizontal  représenté  par  l'équation 

(19)  r  =  -A 

(A  désignant  une  constante  positive),  alors  l'équation  (i4)  n'aurait  plus 
lieu  que  pour  j=o,  l'équation  (44)  (II*  Partie)  disparaîtrait,  et  les 
formules  (4^)»  (54)»  (7O  et  (76)  cesseraient  de  fournir  des  valeurs 
exactes  des  variables  g  et  Q.  Mais  il  est  facile  de  voir  comment,  dans 
cette  même  supposition,  les  formules  dont  il  s'agit  devraient  être  modi- 
fiées. Considérons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  deux  dimen- 
sions. La  valeur  générale  de  g,  tirée  de  l'équation  (i)  par  la  méthode 
de  la  Note  IX,  au  lieu  de  se  réduire  à  celle  que  fournit  l'équation  (48) 
(H*^  Partie),  conservera  la  forme 

^2o)    9  =  >    /     cos/nx  e"*/ /(m, /)  {/m-h\    /     cosma?  e-"'^ /(m, /)  rf/w; 

et,  par  suite,  la  valeur  générale  de  la  vitesse  verticale 

__  _  l  àq 
deviendra 

—  ^\    /     cosm^l  e'^r  f[m,t)  —  e-'^y  nniy  i)  1  m  dm. 
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Cette  vitesse  verticale  devant  évidemment  se  réduire  a  zéro  dans  tous 
les  points  du  plan  horizontal  sur  lequel  repose  la  masse  fluide,  on  aura 
nécessairement 

o=:\    /     cosmx   e-^^  f[my  t)  —  i?»»*  r[m,  t)  \mdmy 
et  Ton  en  tirera  (en  vertu  du  théorème  précédemment  démontré) 

(21)  ji=— 4V   /     cosmj:(e'«/-he-'»(/^2^>) /(m, /)rfm. 

Cela  posé,  l'équation  (2),  qui  doit  être  vérifiée  pour  y  =  o,  donnera 
o  =y   r*cosmxr(i  +  ^-^««A)  ^^^^^'^)  -^gm[i-  e-2mA)  f[m,  t)\dm, 

et  Ton  en  conclura,  toujours  en  vertu  du  théorème  qu'on  vient  de  rap- 
peler. 

Telle  est  l'équation  différentielle  qui,  dans  l'hypothèse  admise,  rem- 
place la  formule  (5).  Si  maintenant  on  fait,  pour  abréger, 

(23)  M=- ï— â'W, 

on  reconnaîtra  que  l'équation  (22)  a  pour  intégrale  générale 

(a4)  /(m,/)=:cosMV  9(m) -+- sinMV'  +(''»)• 

En  combinant  cette  dernière  formule  avec  l'équation  (21),  et  déduisant 
la  variable  Q  de  la  variable  q  par  la  supposition  j  =  o,  on  obtiendra. 
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au  lieu  des  équations  (54)  (IP  Partie),  les  deux  suivantes  : 

(7  — >    /     cosm:r  cosM^g**^/  (e^/^.  e-'"0+2A))  (^[m)dm 

Q  =  >    /     cosmx  cosM^g^/  (i-h^-^w^)  o{m)dm 
-+-N    /     cosmx  sinM'^gU  (i-he-^'»^)  ^[m)dm. 

Ln  opérant  de  la  même  manière  dans  le  cas  de  trois  dimensions,  e{ 
supposant  toujours  que  le  fluide  repose  sur  le  plan  horizontal  repré- 
senté par  l'équation  (19),  on  obtiendrait,  au  lieu  des  formules  (7G) 
(IP  Partie),  celles  qui  suivent  : 


0    «-'o 

(.6)  ■ 


2j  f      f    cosmx  cosnz  sinN^g^/ (e('»'-^«')'r-he-('»'+'»')*(r-^2A))  ^/;„^;jj  ^;„  j„, 


/  Q— \  /      /     cosmj?  cosnz  cosN'^g^/ (1 -l-«-2C'«'+'»')^^)  (^{m,n)dmdn 
\      -^2jf     I    cosmj?  cosna   sinN^g^/ (1 -f-e-2('»*+«*)^A)  ^(m,  n)  rfm  rfn, 
la  valeur  de  N  étant 

(27)  ^='—^ _(;n2+ll2)^ 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (aS)  et  (26)  se  réduisent  immé- 

diatement  aux  formules  (54)  et  (76)  de  la  deuxième  Partie,  lorsque  la 

profondeur  du  fluide  devient  infiniment  grande,  c'est-à-dire,  lorsqu*on 

suppose 

A  =r  00 . 

Si  l'on  supposait  au  contraire  la  profondeur  h  très-petite,  on  aurait 
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sensiblement 

(28)  M  =  m^h,    ^=[m^-hn^]/i; 

et  les  valeurs  des  variables  g,  0»  deviendraient  à  très-peu  près,  dans  le 
cas  de  deux  dimensions, 

qz=    \    I     cos/wj?  cosg-"/i^m/ (e'»^-h  e~'"^*)  9(m)  rf/n 


(^9) 


-f- 


N    /     cosmx  sing^ h^ mt  (e'^T -h  e-'^x)  f^ [m)  dm. 


Q  =  i\    I     cosmx  cosg^A^m/  ç(m)rf/ii 
4-a\    /     cosmor  sing^h'^mt  ^{m)dmf 


et,  dans  le  cas  de  trois  dimensions, 


q—    \i     1    cosmx  cosnz  cosg"^ h" [m^-^n^ft  (e('»«-^«")V-+-^-(''««-^««)*r)  <^[m,n]dmdn  " 


^f    f   cosmx  cosnz  s\ng'^h'^(m^-hn^yu{e('^*-^''*i'y-^e-('^*-^'''yr)  i\t{m,n)dmdn, 


w, 


Q  =  a\    1      I     cosmx  cosnz  cosg^A^(m'  +  n*)*/ 9(/n,  n)</mrf« 


0      •'B 


y    \      1     cosmx  cosnz  sing' A* (m^  +  n'']''t^ (m,  n) dm dn. 


On  peut  remarquer  que  ces  valeurs  vérifient,  dans  le  premier  cas,  les 
équations  aux  différences  partielles 

et,  dans  le  second  cas,  les  suivantes  : 

(3»)  { 

d/«       ^  \dx^        dz-'J 

(Œuvres  deC.  —  S.l,t.\.  ^3 
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Parmi  ces  équations  aux  différences  partielles,  celles  qui  se  rapportent 
à  la  variable  Q  se  trouvent  dans  la  Mécanique  analytique.  Comme  elles 
sont  entièrement  semblables  à  celles  qui,  dans  la  formation  du  son, 
déterminent  les  petites  agitations  de  l'air  réduit  k  une  ou  a  deux  di- 
mensions seulement,  et  que,  pour  passer  d'un  problème  à  l'autre,  il 
suffît  de  remplacer  la  profondeur  h  d'un  fluide  incompressible,  suppo- 
sée très-petite,  par  la  hauteur  de  l'atmosphère  supposée  homogène,  on 
doit  conclure  avec  M.  Lagrange  que  la  propagation  des  ondes,  dans 
l'hypothèse  admise,  suit  précisément  les  lois  de  la  propagation  du  son, 
et  que  par  conséquent  le  mouvement  des  ondes  est  uniforme. 

II  serait  très-facile  d'appliquer  aux  formules  (25),  (2G),  (29)  et  (3o) 
les  transformations  que  nous  avons  fait  subir,  dans  le  Mémoire,  aux 
équations  (54)  et  (76)  de  la  deuxième  Partie,  de  manière  à  substituer 
aux  fonctions  arbitraires  ç  et  '\  les  fonctions  S  et  F  qui  servent  à  expri- 
mer la  valeur  initiale  de  Q  et  l'ordonnée  initiale  de  la  surface   du 

fluide,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  initiale  de  A;  -t^-  En 

^  go  ot 

effet,  les  valeurs  transformées  des  variables  q  et  Q  se  déduiront  immé- 
diatement  des  méthodes  exposées  dans  la  Note  XI.  Concevons,  par 
exemple,  que,  la  quantité  h  étant  très-petite,  on  demande  la  valeur 
générale  de  Q  relative  au  cas  de  deux  dimensions.  Alors,  en  désignant 
par 

a,  b—  ¥[a],    et    Qo  — 'T(rt), 

les  valeurs  initiales  des  variables 

^,  r»    6t    Q» 

pour  un  point  primitivement  situé  à  la  surftice  du  fluide,  on  conclura 
de  la  seconde  équation  (29),  par  la  méthode  de  la  Note  XI, 

l  Q=  -  I      I     cosg' h'^jJ  cosp[Gj  — :r)  ^'\xs]dii.dxs 

-\- ^  I    cil  j      j     co^g-lrtMi  cos//(cT  — .r)  F(Gj)rf/xJc7. 
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D'ailleui*s,  si,  dans  Téquation  (6)  de  la  Note  XI,  on  pose  y{m)  =  i,  on 
en  tirera 

(34)  ^[a)—-l      j     cos ii{in  — a)  ^{w)d^ dm. 

Par  suite,  en  ayant  égard  à  la  formule 


I   I 


cosg'h'^t  cos/x(cj  —  a:)  =  i[cos//(cj ^x  —  t  ^gh)  4- cos/z(cj  —x-^i  s^ghj] , 


on  trouvera 


-  /      /     cosg^h^fit  cosiJL(m—x)  ri[m)diidw  =  ^y{x-ht^g/i)-h^{x  —  i)/g/t)}. 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  la  valeur  de  Q  se  réduit  à 

i  -^^f[F{x-^t^'ih)-^F{x^t^Jh)]di. 

Concevons  encore  que,  la  quantité  h  restant  trës-petite,  on  demande 
la  valeur  générale  de  Q  relative  au  cas  de  trois  dimensions.  Alors,  en 
désignant  par 

m 

a,  Cf  b  =  F(a,c)    et    Qo  =  ^(«,  c) 

les  valeurs  initiales  de 

X,  z,  X    et    Q, 

pour  un  point  primitivement  situé  à  la  surface  du  fluide,  on  conclura 
de  la  seconde  équation  (3o),  par  les  méthodes  de  la  Note  XI, 

Q  =      ^^      ffr  f  cos/A*{H^/  sinv  cos '°'~^'Y^^~'^V  ^(«n, p)d[idvdn,dp 


0       «^0 

H6i 


«i  f'dt  r  r  r  r*cosg^/i^H^/  smv  cos^^  ^i^+ip-^)^^  fi^,?)^^^^^./?. 


Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(37)  [(^«>r)^+(p^,)2]l^^, 


23. 
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et  que  Ton  remplace  a  par  ^»  on  tirera  de  TéquatioD  (36),  par  un 
calcul  semblable  à  celui  de  la  page  io6. 


(38) 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

I     d  c'  r  r  r  •  ■^[ghfi.vYt  . ,     .  ^-,    ..d^dvd^do 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  réduire  la  valeur  précédente  de  Q  à  la  forme  la 
plus  simple  possible.  Or,  si  Ton  intègre  par  rapport  à  it,  et  à  partir  de 
jt  =  00,  les  deux  membres  de  la  dernière  formule  de  la  page  128,  on 
trouvera 

(39)        rr%VvUi„(^-Hv)^=    ^- 

Jù     Jtk  ..s..:t 


0    •/•  ^«v»       (i-+-îA^)' 


Si  l'on  remplace  dans  celle-ci  k  par  ak^  —  i^  elle  deviendra 

i4o)'    /      /     (cosifr/i^v^— ^— I  sin2A-|x^v^/ sîn(fx  + v)-~— ^  == -r=^^=^ 
Jo    Jo  ^îy»        V^i  — A^ 

et  donnera  le  moyen  de  fixer  les  valeurs  des  deux  intégrales 

t/o     J9  ^5yî 
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Mais  ces  valeurs,  calculées  dans  la  supposition  que  la  quantité  k  reste 

réelle,  seront  différentes,  suivant  que  Ton  aura  A<i  ou  ^>i.  Et 

d'abord,  si  Ton  a 

/r<i, 


yji—k^  étant  une  quantité  réelle,  Téquation  (4o)  donnera  évidem- 
ment 

du  dv    •  TT 


f    f    cosa/r/x=^v^sin{/x-i-v)-v^=    


(40 

V     /.-   /.«  ,    {i    .    f     ^    .dfidv 

I      j      sm2Ar/x''v'' sm(/x-4- v)  "*=— j- =  o. 

Si,  au  contraire.  Ton  suppose 

l'expression  -  r=  ■     ^         étant  alors  imaginaire,  et  pouvant 

être  mise  sous  la  forme 

TT 


on  tirera  de  l'équation  (4o) 


/-i 


/      /     cosa/r/x'^v*  sin(/x4- v)-^^  =  0, 

(4a)  •  '        ,      , 

i    f    f    sin2/r/xVsin(^^-v)-4-r  =  -^ 

On  peut  donc  affirmer  que  l'intégrale 

(43)  r  r%in2fr/xVsin(fxH-v)^^ 


0         •/©  ^.y. 


sera  toujours  nulle  pour  des  valeurs  de  k  inférieures  à  l'unité,  et  tou< 
jours  égale  à 


TT 
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lorsqu'on  aura  A>i.  On  arriverait  directement  au  même  résultat, 
sans  passer  par  l'imaginaire,  en  posant 


^=:m,     y=imn^. 


te  qui  changerait  l'intégrale  (43)  dans  la  suivante 

/     zsïnikmn  sinm(i  4- «=*)  dmdn; 

puis  appliquant  à  la  détermination  de  cette  dernière  la  méthode  que 
nous  avons  employée  dans  la  Note  VI  pour  établir  la  seconde  des  for- 
mules (3).  Concevons  à  présent  que  dans  l'expression  (43)  on  fasse 


k=i^, 


on  obtiendra  l'intégrale  double 


/      i     sm    ^^    ^  ^      sm(/x  +  v)-4-^, 


dont  la  valeur  sera 


r.r 
o  ou 


sjgh  t^  —  /•« 

suivant  que  la  quantité 


sera  supérieure  ou  inférieure  à  t\[gh\  et  l'on  en  conclura  que  la  valeur 
de  Q,  donnée  par  l'équation  (38),  se  réduit  à 

10=  -4=   (fn^,9) '^^ r 

chaque  intégrale  double  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  a  et 
de  p  qui  vérifient  la  condition 

ii'5)  (e-x)»-»-(p-z)»<g-A/«. 
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Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffira  d'effectuer  en  premier  lieu  l'intégra- 
tion relative  à  p  entre  les  limites 


et,  en  second  lieu,  l'intégration  relative  à  xs  entre  les  limites 

Nous  observons,  en  finissant,  que  la  formule  (44)  fournit  l'intégrale 
générale  de  la  seconde  des  équations  (32),  dans  le  cas  où  l'on  prend 
pour  fonctions  arbitraires  celles  qui  représentent  les  valeurs  de  Q  et 

de  -^  -^  correspondantes  à  /  =  o.  Si  l'on  faisait,  pour  abréger, 

g$  ^[x,x]  =  ^*[^yr)' 
alors  les  deux  fonctions 

désigneraient  les  valeurs  initiales  de 
et  l'équation  (44)  deviendrait 


(46)    -^^p^/X/X''^"''^ 


-[w~xy^-~(p-zyq' 


[g-/,/2_(^_^)2_^(p_3)2p 


p^—Z  —  slgkr^—  [w  —  xy^y      p2  =  2  -^\lght'  —  [jS5  —  xy^; 
\  Z5\^=X  —  t  ^ghf  m2=x-h  t  sJglK 

Si  Ton  considère  dans  celle-ci  les  deux  variables  ct  et  p  comme  expri- 
mant des  coordonnées  rectangulaires,  et  qu'on  veuille  leur  substituer 
des  coordonnées  polaires  dont  l'une  soit  précisément  la  variable  r,  il 
suffira  de  supposer 

?«j  —  j:  =  r  cos  a,     p  —  2=rsina, 
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(l'écrire  partout,  au  lieu  de  cforfp,  le  produit  rdrdoL^  puis  d'effectuer 
l'intégration  relative  à  r  entre  les  limites 

et  l'intégration  relative  à  l'angle  a  entre  les  limites 

a  =  o,     a  =  2Tr. 

Alors  la  valeur  de  Q  prendra  la  forme 

Q=    ==      /  /      SAx  -h  r  cosg,  z-^  r  smg  -^ 

!n:\/gh    t/o        t/o  yjght-  —  f^ 

H :=  j:  /  /       ^(a:-h  r  cosa,  jz -f- r  smaj— ===• 

27r v^g-A  «^  Jo        Jo  )/gàt^  —  r* 


Si  maintenant  on  pose 

r  =  t  sine  v'^» 

les  limites  de  l'intégration  relative  à  ê  seront 

6  =  0,      6r=:^7r, 

et,  en  ayant  égard  à  la  formule 

r  /(sin6)  sinS  d6  =  {  f  f(sinë)  sin6  rfg, 
qui  subsiste,  quelle  que  soit  la  fonction  r ,  on  trouvera  définitivement 


i*K       /!« 


l  Q=    ^      ce  tS^x-^-g^h^t  cosa  sin6,  2-f-g^/i^/  sina  sins)  siii  €</«</; 

,.Î7)    '  '^  \ 

f      ^±-jCÇt  s{x'\-^KU  cosa  sine,  z  +  g-^/i^/  sina  sine)  sinêrfac  rf- 


On  est  ainsi  ramené  à  l'intégrale  générale  que  M.  Poisson  a  obtenue 
pour  la  seconde  des  équations  (3^),  dans  un  ^lèmoxTe  sur  V intégration 
de  quelques  équations  linéaires  aux  différences  partielles .  L'auteur  a  même 
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intégré  l'équation  linéaire  à  quatre  variables  indépendantes  qui  sert  de 
base  à  la  théorie  du  son,  savoir  : 

J*avais  essayé  moi-même  autrefois  d'appliquer  à  cette  dernière  les  for- 
mules auxquelles  je  me  trouvais  conduit  par  mes  recherches  sur  la 
théorie  des  ondes,  et,  après  avoir  déterminé  la  valeur  de  Q  par  une 
équation  entièrement  semblable  à  la  seconde  des  équations  (3o),  j'avais 
reconnu  qu'on  peut  réduire  le  premier  terme  de  cette  valeur,  dans  le 
cras  où  l'on  supprime  une  coordonnée,  a  la  forme  sous  laquelle  ce  terme 
se  présente  dans  l'équation  (36).  Enfin  j'avais  remarqué  que,  dans  ce 
même  terme,  la  double  intégrale  relative  aux  variables  jjl  et  v  peut  être 
ramenée  à  une  autre  intégrale  de  la  forme 

/     cos^/f/ut^v'-^.  sin(/[ji-hv)  rffAc/v. 

0       •'0 

Il  ne  restait  plus  qu'à  déterminer  c.elle-ci.  On  y  parvient  en  rempla- 
çant k  par  2k  \'—  i ,  dans  la  dernière  formule  de  la  page  128,  ou  en 
différentiant,  par  rapport  à  A,  les  dernières  des  formules  (40  et  {^2), 
desquelles  on  tire,  i*'  pour  ^  <  i , 

2^  pour  ^  >  I , 


I     cosikijry'^  sin(/x-+- v)  rfjutrfv=: ^ 


[k'-i] 


Vi 


Mais,  au  lieu  d'établir  les  équations  (5o)  et  (Si)»  desquelles  on  passe 
facilement  à  l'équation  (44)»  je  m'étais  arrêté  devant  cette  considéra- 

tien,  que,  si  l'on  développe  l'expression  cosa^ix^v'-',  et  par  suite  l'inté- 
grale (5o),  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  ^,  tous  les  termes  du  développement  de  l'intégrale  (voiries  pages  1 27 

QF.uvres  de  C.  —  S.  !,  1. 1.  2  ^ 
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«•t  138,  se  réduiront  constamment  à  zéro.  Cette  circonstance  est  d'au- 
tant  plus  remarquable,  que  le  développement  du  cosinus  produit  une 
>érie  toujours  convergente,  et  elle  fait  voir  que,  dans  la  solution  des 
problèmes,  on  ne  doit  user  qu*avec  beaucoup  de  circonspection  des 
développements  en  séries. 


*  NOTE  XVI. 


SCI    LES   LOIS  DE  L\  PK0PAGATI05   DES   03(DBS   A   LA   STEPACE   DES   FLCWES 

L'ICOSPEESSIBLES. 


Des  qu^oo  a  trouvé  les  formules  qui  déterminent  les  valeurs  des  deux 
quantités  représentées  par  q  et  Q,  en  joignant  à  ces  formules  les  quatre 
dernières  des  équations  2G  II*  Partie  ,  et  les  quatre  dernières  des 
équations  ;.|5  ibid.  ,  on  a  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  fixer  les 
diverses  circonstances  du  mouvement  d*un  fluide  pesant  et  incompres- 
sible dont  les  molécules  conservent  constamment  des  vitesses  très- 
petites.  Si  Ton  veut  connaître  en  particulier  les  lois  de  la  propagation 
des  ondes  à  la  surface  du  fluide,  ou,  en  d^autres  termes,  si  Ton  veut 
savoir  comment  les  diverses  portions  soulevées  ou  déprimées  de  cette 
surface  changent  de  position  avec  le  temps,  il  suffira  de  discuter  la 
formule  qu'on  obtient  en  substituant  la  valeur  de  Q  dans  Féquation 


f    ÔQ 
go  ai 


qui  est  la  seconde  des  équations  4^  H'  Partie.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que,  le  fluide  étant  réduit  à  deux  dimensions,  et  sa  profon- 
deur étant  infinie,  la  valeur  initiale  de  Q  se  réduise  à  zéro.  Alors  la 
valeur  de  ^,  calculée  comme  on  vient  de  le  dire,  sera  donnée  par 
Tcquation  (  S8)  fil*  Partie;,  en  sorte  que  l'on  aura  pour  l'ordonnée  de 
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la  surface  du  fluide,  au  bout  du  temps  /, 

b;  7—-   /      /     cosfjt'-'g^/ cos^(x  — cj)  F(cj)rf/jirfcT, 

V{x)  désignant  la  valeur  initiale  de  cette  même  ordonnée,  et  g  la  force 
accélératrice  de  la  pesanteur.  L'équation  que  nous  venons  de  rappeler 
résout  complètement,  dans  l'hypothèse  admise,  toutes  les  questions 
relatives  à  la  propagation  des  ondes.  Elle  s'étend  à  des  valeurs  quel- 
conques de  la  fonction  F(x).  Mais  il  importe  surtout  de  considérer  le 
cas  où  cette  fonction  ne  conserve  une  valeur  sensible  que  pour  des  va- 
leurs de  l'abscisse  œ  peu  différentes  de  zéro,  et  comprises  entre  les 
limites  j:  =  —  a,  or  =  -4-  a  (a  désignant  une  quantité  trës-petite).  Dans 
ce  cas,  il  est  permis  de  remplacer  l'équation  (b)  par  la  suivante  : 


•4'£ 


cosix'^g^l  costx[x  —  m)  ¥  [m)  dix  dm; 


et,  comme  entre  les  limites  n=  —  cl^xs^^ol,  la  différence  x  —  n  reste 
positive  pour  des  valeurs  positives  et  sensibles  de  x,  la  valeur  de  y 
peut  être  présentée  sous  plusieurs  formes  nouvelles  que  Ton  déduit 
facilement  de  l'équation  (c).  Pour  parvenir  à  l'une  de  ces  nouvelles 
formes,  il  suffit  d'obser\'er  que  si,  après  avoir  intégré  par  rapport  à  x 
les  deux  membres  de  l'équation  (c),  et  choisi  convenablement  la  pre- 

ydx^  on  pose  {a  —     __    »  on  trouvera 


lxdx-.--j      I    cos/x^g^/ sin/x(a:  — ct)  F(cj) 


dix  dw 


lu:. 


cos 


[x-mY 
puis,  en  différentiant  par  rapport  à  x. 


^ r  SHi/n2  Yim] : 


dm  dw 

3 

{X  —  W)''^  [X  —  TSY 


24 
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De  plus,  si,  dans  la  seconde  des'équations  (ii)  (Note  III),  on  écrit  au 
lieu  de  K  sa  valeur,  et  que  l'on  remplace  ensuite 

k  par  -7-2 -,     el     tx  par  afj:  — cj), 

l[X  —  ci)  r-    I  .    V  y 

on  obtiendra  la  formule 

4    1 


1     cos [Ji'^g^t  cosfxlx  —  va)  du 


•^  0 


-ilsin-^-^^ hcos-^^^— )—  /     e-g^\^'^  cosu.[x  —  Ts]du, 

i'^[x  —  et)'*  ^  -^        •'O 

et  Ton  en  conclura,  entre  les  limites  |x  =  o,  jx  =  x)  ;  u  =  —  a,  nr  —  a, 
(<'   r-z  r     -^'''^''    ,(sinj^4-cosig^)-^r%-^'l^'^cos^(:r^^)rf^     F;^  ./rn 

Enfin,  si  Ton  fait  subir  à  cette  dernière  valeur  dey  la  même  transfor- 
mation qu'à  celle  que  fournit  l'équation  (c),  on  aura 

On  peut,  au  reste,  déduire  l'une  de  l'autre  les  formules  (e)  et  (f),  en 
appliquant  l'intégration  par  parties  à  l'intégrale 


""         I. 


e  ^'    ''       sinm^  dm 


qui  se  change  alors  dans  la  suivante, 


(]e  n'est  pas  tout  encore.  Si  dans  l'intégrale  (g)  on  pose 


w 


dtx. 


.h) 


X  — *m/ 
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cette  intégrale  deviendra 

/     g-sm  sinm^rf/n  =  -  I     e^"»  cosm^  imdm. 


•   0  •^0 


D'autre  part,  si,  dans  la  formule  (5)  de  la  Note  II,  on  change  m  en  sm, 
et  que  Ton  fasse  en  même  temps 

on  trouvera 


fy-sm  — 

s 

J  '  ' 

"  n  *dn. 

et 

par 

suite 

'-j: 

9 

cos/n- 

2m  dm  - 

I 
"                J 

I 

ï  Jo    Jo 

1         ns*         m« 

cosm^ 

2m 

dm  dn 

ajr-"" 


On  aura  donc  aussi 


^-sm  sin  /yi2  dm  :=  — f    /     :,  e   *    "  rf/i. 

En  remettant  pour  5  sa  valeur  dans  l'équation  (i),  on  obtiendra  une 
transformation  de  l'intégrale  (g),  à  laquelle  correspondra  une  nou- 
velle valeur  de  y,  savoir, 


(k)  r-^ 


!i  r  rJL(siniê^-.cosi^U  f-A^-- 

Les  formules  (d),  (f),  (i)  sont  du  nombre  de  celles  que  j'avais  obtenues 
on  i8i5,  en  préparant  les  matériaux  du  présent  Mémoire.  Je  les  re- 
trouve dans  l'un  des  manuscrits  de  cette  époque,  avec  des  différences 
de  notation  qui  portent  uniquement  sur  la  forme  des  lettres  employées 
pour  représenter  telles  ou  telles  quantités;  et  ce  qui  paraîtra  peut-être 
mériter  quelque  attention,  c'est  qu'avant  même  d'établir  l'équation  (b), 
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j'étais^parvenu  directement  aux  formules  (d)  et  (f)  par  des  méthodes 
indépendantes  des  principes  exposés  dans  la  Note  VI,  et  dont  je  donne- 
rai un  aperçu  dans  la  Note  XVIII. 

La  valeur  de/  étant  déterminée  par  l'une  des  équations  (c),  (d),  (e), 
(f),  (k),  il  ne  reste  plus  qu'à  discuter  ces  équations  pour  en  déduire 
les  lois  relatives  à  la  propagation  des  ondes.  Or  ces  lois  ne  demeurent 
pas  les  mêmes  à  toutes  les  époques  du  mouvement.  Dans  les  premiers 
instants,  le  mouvement  des  ondes  est  uniformément  accéléré,  ainsi 
qu'il  résulte  des  calculs  développés  dans  la  troisième  Partie;  et  c'est  la 
conclusion  à  laquelle  M.  Poisson  était  parvenu,  de  son  côté,  dans  un 
premier  Mémoire  lu  à  l'Institut  le  2  octobre  181 5.  Les  lois  de  propaga- 
tion relatives  au  mouvement  dont  il  s'agit  sont  celles  que  j'ai  données 
dans  le  n^  5  de  la  troisième  Partie  (p.  84.  85  et  86),  et  que  j'avais  déjà 
énoncées  de  la  même  manière  dans  une  Note  lue  à  l'Institut  le  24  juillet 
181 5.  Mais  le  mouvement  change  de  nature,  lorsque,  le  temps  venant 

à  croître,  la  fraction  rf    \  obtient  des  valeurs  considérables,  et  sen- 

siblement  différentes  entre  elles  dans  les  deux  suppositions  cj=  ita, 
CI  =  o.  Alors  les  intégrales 

1     eS* V-' ^  cos^[x  —  w) dii,    j     e  ^'   "'       sïnm^dm,     j     -e   •'~' dn, 

ayant  des  valeurs  très  petites,  peuvent  être  négligées  dans  les  for- 
mules (e),  (f),  (i);  et  par  suite  on  peut  substituer  à  ces  formules  l'équa- 
tion (28)  de  la  troisième  Partie,  savoir, 

(,)       r—-^  f  — SLJ_^^  I  sin  _-£? —  ^cosjy^ — ri  F{iîj)  rf©. 
Dans  la  même  hypothèse,  le  développement  de  . ,  ^_ — y  savoir, 

ne  doit  plus  être  remplacé  par  son  premier  terme  7— ♦  mais  par  la 
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somme  des  termes  qui  conservent  une  valeur  sensible  entre  les  limites 
cT=  —  X,  CT=  -ha.  Concevons  en  particulier  que  Ton  veuille  détermi- 
ner les  ondes  formées  à  cette  époque  du  mouvement  pendant  laquelle 
les  deux  premiers  termes  de  la  série  (2)  obtiennent  seuls  des  valeurs 
sensibles.  On  se  trouvera  conduit  aux  formules  que  M.  Poisson  a  don- 
nées dans  son  second  Mémoire  présenté  à  l'Inslitut  en  décembre  18 15, 
et  à  l'aide  desquelles  il  a  établi  le  premier  l'existence  d'une  série 
d'ondes  propagées  avec  des  vitesses  constantes.  J'étais  parvenu  moi- 
même  à  de  semblables  formules,  en  examinant  le  cas  où  /  prend  une 
valeur  considérable.  Mais,  croyant  que  l'espèce  de  mouvement  qu'elles 
exprimaient  était  trop  peu  sensible  pour  qu'on  dût  en  tenir  compte,  et 
me  trouvant  d'ailleurs  pressé  par  le  temps,  je  n'avais  pas  cherché  à  les 
discuter,  et  ne  les  avais  pas  transcrites  sur  mon  Mémoire.  Je  vais  d'abord 
rappeler  ces  dernières  formules,  que  j'avais  déduites  de  l'équation  (ij, 
par  les  considérations  suivantes. 

Si  le  second  terme  de  la  série  (2)  obtient  une  valeur  finie,  le  troi- 
sième conservant  une  valeur  très  petite,  on  aura,  sans  erreur  sensible, 

et,  si  l'on  fait  alors 

lî)  -JM-_.  ^-L(A-+-Bcj  +  Ccj2-|....), 

l'équation  (i)  deviendra 


2 


I     I     1       (cos 


f-^-+-sinf— )  ;    (AH-Bcj-h.  ..)cos^-?e/cT 

/  »  WO     ^     ^"^         ^^JJ-.  4^^ 


> 


et  la  valeur  de  j  aura  pour  premier  terme 


/î^-^ 


(6)  — ^—r  i^  (cos  f—  -h  sin f—  1 A  sin 

^.»^ïï  J.  \        4-^  4^/ 


gi^OL 


(27rf  ii  ^       ^^  ^""l  ^^^ 


I(> 
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Entrons  maintenant  dans  quelques  détails  sur  les  conséquences  des 
formules  (i),  (5)  et  (6);  et  observons  en  premier  lieu  que,  si  Ton  pose 

¥[xd)  =  a  -hbm-hCïïj^-l-. . ., 

on  tirera  de  l'équation  (4) 


s 

ï 


=  (a  -hbro-f-CGj^-^. .  .)n 1 j  — -  -i-. . .    , 

et  par  suite 

.  «,        3  a        ^  3b        3.5    a 

A  =  a,     B  =  bH J     C=:cH 1 7 -7,î     •••• 

IX  IX       2.4  oc- 

Pour  des  valeurs  très  considérables  de  l'abscisse  x^  les  dernières  équa- 
tions donneront  à  très  peu  près  A  =  a,  B  =  b,  C  =  c,  . . .  ;  et  le  radical 
compris  dans  les  formules  (i)  et  (4)  pourra  y  être  remplacé,  sans  erreur 

sensible,  par  x^\  en  sorte  que  ces  deux  formules  se  réduiront  à 

\i\  y— — ^ /       sîn/T-^ x-^^^^TT^ r    F(nj)rf?D, 

(8;  F(cj)=3A-f-BGy-h(:ïïj2-t-.... 

Si  Ton  fait  d'ailleurs 


,9;  '^ 

l'équation  (7)  deviendra 


y  -^  ■     -  )     /     I  sm  —. h  cos  — r     Fi  iîj  dis 

^       ^7.7:x\^J  .LX       <^-^)  a(^-w)J 

r-    ■'    -  (- )     /       sin-(x-hBH h-«-Wcos- (x-hïïj-l- — -f-«-«  I    F.nj^f/w 

rv       xj(        m^         \        ,    vf        ©-^  \1        i^BT-,      .  , 

j     |cos-(;r-f-  — !-•••)  4- sm-(xH [-•••)     cos — F[ny(iw 

~v-77rx\«/    1       r'r       u/     ,  ra*         \        .    -j/        BJ»         \"1    .    «'«ip.     ,  ,  I 

4-  I     I  cos-  lx-\ r'-'j  —  sin-la:H h"-]  I  sm  —  FbiVst 
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Pendant  tout  le  temps  durant  lequel  la  quantité  u  conserve  une  valeur 
très  petite,  on  a  sensiblement 


-\x-\ 1 1=  — 

a  \  X  /a 


>     cos  —  =  I ,     sm  —  =  o . 
a  a 


Alors  Téquation  (lo),  réduite  à  la  suivante, 


(<0  { 


.2 


= °  -  I  COS 

lie  ^2t:x 


4?-^""©!/'"^''"' 


coïncide  avec  la  formule  (29)  de  la  troisième  Partie  du  Mémoire,  et  le 
mouvement  des  ondes  reste  uniformément  accéléré.  Mais  lorsque,  le 
temps  venant  à  croître,  la  quantité  u  acquiert  une  valeur  finie  ou 
infiniment  grande,  la  nature  du  mouvement  change  avec  la  méthode 
d'approximation.  Commençons  par  examiner  le  cas  où  Ton  attribue  à  u 
une  valeur  finie.. Dans  ce  cas,  on  peut  remplacer  encore  le  produit 

V  f  JS3^  \  VX  X3  (X3  \ 

-(j:H [-•••)  = hu— [-•••I 

a\  X  /«  Gc\x  ) 

par  la  fraction  —  5  et  Ton  tire,  en  conséquence  de  la  formule  (10), 


4  i      I cos 


^'2t:x  \^. 


IX  .     vx\  /•"         ^^  ^f     \    f 

h  sm  —  )  I    cos — Ffcjjaiiy 

/        vx         .    vx\  /•*    .    vrs  ^f    .  j 

(cos sm  —  ]  j     sm  —  F(bj)  ata 


Cette  dernière  s'accorde,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (9),  avec  l'équa- 
tion (5).  Pour  la  discuter,  imaginons  que  l'on  fasse  croître  l'abscisse  x, 
en  conservant  à  t  une  valeur  constante.  Pendant  que  la  variation  du 
produit  \jx  passera  de  la  valeur  zéro  à  la  valeur  très  petite  277a,  x  et  'j 
ne  varieront  pas  sensiblement;  mais  les  deux  quantités 


vx       .    vx 
cos  —  5    sm  —  î 
a  a 


ft 
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acquerront  successivement  tous  les  systèmes  de  valeurs  qu'elles 
peuvent  recevoir.  Ceux  de  ces  systèmes  qui  fourniront  le  maximum 
positif  et  le  maximum  négatif  de  la  somme 

cos h  sm  —  1  /    cos  —  F(cT  «CJ  +  l  cos sm  —     /    sm  —  Ffcj) dm 


os —     /    cos  —  F(nj)rfcj-h  /    sin  —  F(G5)rfnj 
«  L*^--.         «  J-»        «  J 

in —     /    cos — ¥[m)dm—  I    sin — F(Gj)rfGj| 


correspondront  à  deux  valeurs  de  -»  qui  auront  pour  différence  -i  et 
seront  déterminées  par  la  formule 


/ 


cos 


MX 


y. 


/    COS— F[cj]rfnj-l-  /    sin  —  Y[xsi\dxs 


;«3) 


.     \JX 

sm  — 


/    cos  —  F(ro)rfiîj—  /    sin  —  F(cj)rfGj 


V/2 


;     /    cos —  Ffcjf/cT 


]  -^[/.''"'^ 


F  (cj)  rfoj 


J2  '~ 
) 


Il  est  aisé  d'en  conclure  que,  dans  un  très  petit  intervalle  correspon- 
dant à  une  variation  très  petite  de  Tabscisse  x  et  de  la  quantité  finie  'j, 
la  valeur  de  y  passera  d'un  maximum  positif  à  un  maximum  négalif 
égal,  au  signe  près,  le  maximum  positif  étant  donné  par  l'équation 


;>4) 
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Concevons  à  présent  que  l'abscisse  a?  croisse  d'une  quantité  sensible. 
Pendant  qu'elle  croîtra,  l'ordonnée  y  acquerra  un  très  grand  nombre  de 
maxima  positifs,  très  rapprochés  les  uns  des  autres;  et  la  surface  du 
liquide  paraîtra  s'abaisser  ou  s'élever,  suivant  que  ces  maxima  positifs 
obtiendront  des  valeurs  plus  ou  moins  considérables.  Or  il  est  clair  que 
les  abaissements  et  les  élévations  dont  il  s'agit  offriront  à  l'œil  du  spec- 
tateur des  ondes  formées  en  relief  au-dessus  du  niveau  naturel  de  la 
masse  liquide;  de  telle  manière  que  le  sommet  et  le  point  le  plus  bas 
de  chaque  onde  correspondent  à  un  maximum  supérieur  ou  inférieur  à 
ceux  qui  le  précèdent,  comme  à  ceux  qui  le  suivent,  et  par  conséquent 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  la  valeur  de  y  fournie  par  l'équa- 
tion (i4).  D'ailleurs,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(.5)  ^=    [r  cosîjF{to)«/cj]'-t-r  r  sln^F(6T)</BT]T, 

l'équation  (i4)  deviendra 

Donc  les  sommets  et  les  points  les  plus  bas  des  différentes  ondes  répon- 
dront aux  maxima  et  minima  du  produit 

ou,  en  d'autres  termes,  aux  diverses  valeurs  de  u  déterminées  par  l'é- 
quation 

Soient  u,,  u,,  u,,  ...  ces  mêmes  valeurs.  Si  on  les  substitue  dans  l'équa- 
tion (9)  présentée  sous  la  forme 


(18)  *=^'y/^ 


on  obtiendra  plusieurs  abscisses,  qui,  prises  de  deux  en  deux,  appar- 
tiendront aux  sommets  des  ondes  que  nous  considérons  en  ce  moment. 
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Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  le  temps  vient  a  croître,  l'abscisse  de 
chaque  sommet  croîtra  proportionnellement  au  temps;  d'où  il  résulte 
que  le  mouvement  des  ondes  sera  uniforme. 

Il  importe  d'observer  que  chacune  des  ondes  en  question  sera  sillon- 
née de  telle  manière  que  la  largeur  de  chaque  sillon  restera  très  petite 
relativement  à  celle  de  l'onde.  Cette  dernière  largeur  sera  la  différence 
entre  deux  valeurs  de  x  correspondantes  à  deux  maxima  consécutifs  du 

produit  U'j*.  Quant  a  la  largeur  du  sillon  formé  dans  le  voisinage  du 
point  dont  l'abscisse  est  x,  elle  sera  équivalente  au  très  petit  accroisse- 
ment qu'il  faut  attribuer  à  x  pour  faire  varier  le  produit 


4^ 


de  la  quantité  STua.  Soit  Ax  ce  même  accroissement.  Il  se  trouvera  dé- 
terminé par  la  formule 

^x         4('^  +  -^'^')  '^x[x  -^  \x] 

de  laquelle  on  tire,  en  négligeant  Ao?  vis-à-vis  de  x, 

(19)  \x^ 


Ajoutons  que  le  point  le  plus  bas  et  le  point  le  plus  élevé  de  chaque 
sillon  seront  situés  l'un  au-dessous,  l'autre  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal qui  indique  le  niveau  naturel  de  la  masse  liquide,  et  k  égales 
distances  de  ce  plan;  en  sorte  que  la  hauteur  d'une  onde  en  un  point 
donné  au-dessus  du  même  plan  sera  la  moitié  de  la  profondeur  du 
sillon  qui  avoisine  ce  point.  Remarquons  enfin  que  le  sommet  de  chaque 
sillon  correspondra  toujours  à  une  valeur  donnée  du  rapport 


vx      gf^ 

a        ^x 


d'où  il  résulte  que,  si  le  temps  vient  à  croître,  l'abscisse  de  ce  sommet 
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croîtra  comme  le  carré  du  temps.  Le  mouvement  des  sillons  n'est  donc 
pas  uniforme,  comme  celui  des  ondes,  mais  uniformément  accéléré. 
Si  la  courbe  qui  a  pour  équation 

(20)  jrz^F[x), 

c'est-à-dire,  la  courbe  qui  termine  la  partie  soulevée  ou  déprimée  de  la 
surface  initiale  du  fluide  réduit  à  deux  dimensions,  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  j,  on  aura  nécessairement 

[il)  ¥{x]  =  ¥{—x); 

et  par  suite  on  trouvera 


(2..) 


sin —  Ffro]  rfcj^o, 

« 


I    1    cos— F(ro]  c/tïj— a  /    cos — V[m)(lm. 

Cela  posé,  les  équations  (12)  et  (i4)  deviendront 

(r»3)  y—-J=l'^)    (cosî^+sin^)  /    cos"^  ¥  [m]  dxa. 


et 


(^4; 


Dans  la  même  hypothèse,  la  quantité  U,  donnée  par  la  formule 

± 

se  réduira  au  double  de  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 
(26)  f'cos  —  ¥[fs]dxs. 


.0         « 
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et  deviendra  un  minimum  toutes  les  fois  que  cette  intégrale  s'évanouira. 
Donc  alors  les  valeurs  minima  de  la  fonction 

seront  des  valeurs  nulles,  correspondantes  aux  racines  de  Téquation 


^7) 


/      COS F(Bj)rfTïJ  =  0, 


-0  « 


tandis  que  les  valeurs  maxima  de  la  même  fonction  seront  des  quan- 
tités positives,  correspondantes  aux  maxima  positifs  ou  négatifs  du 
produit 

^8)  L»*  /    COS — Y[xs)dm, 

r'est-à-dire,  aux  racines  de  l'équation 


L'  rcos^F(w)  rfrol 


(^9)  ^^ =  û. 

Observons  néanmoins  que,  dans  certains  cas,  plusieurs  racines  de 

l'équation  (29)  répondront  à  des  valeurs  minima  de  la  fonction  Uu*. 
Il  peut  même  arriver,  comme  on  le  verra  plus  tard,  que  l'équation  (27) 
n'ait  pas  de  racines  réelles,  ou  que  ses  racines  réelles  vérifient  la  for- 
mule (29). 

Dans  les  calculs  qui  précèdent,  il  n'est  nullement  nécessaire  de 
prendre  pour  F(ic)  une  fonction  qui  conserve,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  la  même  forme  analytique.  Il  en  résulte  qu'on  peut  donner  à  cette 
fonction  telle  forme  que  l'on  jugera  convenable,  entre  les  limites 
;r  =  —  a,  x=  -+-  a,  et  supposer  qu'elle  devienne  constamment  nulle 
hors  de  ces  limites.  De  plus,  la  portion  de  courbe  qui  terminera  entre 
ces  mêmes  limites  la  surface  initiale  du  fluide  réduit  a  deux  dimen* 
sions,  et  qui  sera  représentée  par  l'équation  (20),  pourra  être  formée 
par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  de  lignes  droites  ou  courbes,  et  se 
changer,  par  exemple,  en  une  portion  de  polygone.  C'est  ce  qui  arrivera 
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en  particulier,  si,  ie  fluide  étant  renfermé  dans  un  canal  d'une  largeur 
constante,  mais  d'une  profondeur  indéfinie,  et  dont  l'axe  coïncide  avec 
Taxe  des  a:,  on  y  a  fait  naître  le  mouvement,  en  y  plongeant,  pour  le 
retirer  ensuite,  un  prisme  dont  les  arêtes  étaient  parallèles  à  la  largeur 
du  canal,  ou  bien  encore,  en  laissant  retomber  une  lame  d'eau  très 
mince  adhérente  à  quelques-unes  des  faces  latérales  d'un  semblable 
prisme,  et  soulevée  avec  le  prisme  au-dessus  de  la  surface  initiale  du 
fluide  par  le  moyen  de  cette  adhérence.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  plus 
grande  profondeur  ou  la  plus  grande  hauteur  de  la  portion  de  liquide 
déprimée  ou  soulevée  à  l'origine  du  mouvement  doit  être  censée  très 
petite,  afin  qu'il  n'y  ait  pas  de  mouvement  brusque,  et  que  les  moh'»- 
cules  qui  se  trouvaient  d'abord  à  la  surface  y  restent  constamment. 
Ajoutez  que,  si  tout  est  disposé  symétriquement  de  part  et  d'autre  du 
plan  desyjs,  l'équation  (21)  sera  satisfaite.  Enfin,  comme  la  valeur  dey 
donnée  par  la  formule  (12)  change  de  signe  avec  la  fonction  F(a;), 
tandis  que  la  valeur  de  j  formée  par  l'équation  (i4)  reste  toujours  posi- 
tive, il  est  clair  que,  si,  à  l'origine  du  mouvement,  le  fluide  se  trouve 
soulevé  au  lieu  d'être  déprimé,  les  sillons  se  formeront  en  relief  là  où 
ils  se  formaient  en  creux,  et  réciproquement,  tandis  que  chaque  onde 
conservera  la  même  place  et  la  même  figure. 

A  ces  considérations  générales  nous  allons  joindre  quelques  applica- 
tions des  formules  ci-dessus  établies. 

Lorsque  la  fonction  F(cj)  peut  être  développée  en  série  convergente 
à  l'aide  d'une  équation  semblable  à  l'équation  (8),  on  a 

/    cos— F(gj)  cfiïj  =  A  /       cos  —  dm-hCj    xsj^cos  — dw-h. . ., 
[■50]    .,     "• 

r    /     sin — F[m)dxs  =  B  I    ws'in  —  dus-^Bj     m^sin  —  dm  -^- 

On  trouvera  d'ailleurs 

suiu 


.  o  \  r     "'^^  t        sii 

i^i)  I     cos  —  aj3  =  'ia  — 


5 


et,  en  differentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  dernière  équation  par 
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rapport  à  u,  on  en  conclura 


£ 


m  sin  —  acj 


—  IX' 


x: 


Bj2  COS OBJ 


=  —  la' 


-dZ— 


du'^ 


-9 


£: 


xs^  sin  —  dm 


Cela  posé,  les  formules  (3o)  donneront 


11) 


£ 


COS —  F(ro)  dm 


-=       2 


.  sinu 

A 


-  Ca» 


/: 


sin —  F(iîj)  dm^=  —ia\  Ba 


—  D«» 


(x) 

dj^ 


I  « 


rf» 


-h. . . 


et  inéquation  (12)  deviendra 


(2ay\ 


(sin  — 


COS 


sinu 


;h) 


+ 


^s.n--cos-j|_B«-2^- D«»_^ 


4 

j-  ^-     COS^- 


sin  ^  1 1  A  sin  ^ — 


(-^-t:)"   g-' 


4^ 


Vasîi 


4a:î 


•    •    •     ■       I      •    •    •    • 


Ainsi  l*on  reconnaîtra  de  nouveau  que  la  valeur  générale  de  j"  a  pour 
premier  terme  l'expression  (6). 
Lorsqu'on  suppose  simplement 


;3'>) 


F{x)-^\  =  ±/i, 


h  désignant  une  constante  positive,  c'est-a-dire,  lorsque  la  courbe  repré- 
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sentée  par  l'équation  (20)  se  change  en  une  droite  parallèle  à  l'axe 
(lésa?,  la  valeur  précédente  de  y  se  réduit  à 


1 


Dans  la  même  hypothèse,  le  produit  (28)  devient 

(37)  Aa—r^ 

et  par  conséquent  les  sommets  des  différentes  ondes  répondent  aux 
maxima  positifs  ou  négatifs  du  rapport 

sinu 


Ces  maxima  sont  déterminés  par  la  formule 

,/sin'*;' 

(38)  — ^^-y — ^  =  0,    ou    siny  —  4^  cosli  =:  o, 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

(39)  ^=4. 

Après  les  avoir  obtenus,  on  calculera  les  coordonnées  des  sommets 
ci-dessus  mentionnés  à  l'aide  des  équations  (1 8)  et  (24)9  dont  la  seconde 
deviendra 


I 


et  pourra  être,  en  vertu  de  l'équation  (Sg),  présentée  sous  la  forme 

Œuvres  </«  C.  —  S.  I,  t.  I.  l6 
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Quant  aux  points  les  plus  bas  des  différentes  ondes ,  ils  se  trouveront 
tous  dans  le  plan  horizontal  des  x^  z,  et  correspondront  aux  valeurs 
positives  de  u,  propres  à  vérifier  Téquation  (27),  qui,  dans  le  cas  pré- 
sent, se  réduit  à 

^4^)  sini>=:o. 

Or,  ces  valeurs  seront  respectivement 

I    y=     t:=    3,14159...,      l>  =:  ITT  =  6,28318...,      U  =  371  =  9,4^477*--» 

(  'j  =  47r  =  12,56637...,     .... 

D'autre  part,  les  valeurs  positives  de  u,  propres  à  vérifier  Téquation  (Sg), 
seront  de  la  forme 

.44)  '^=- -— ^ e, 


*   r 


n  désignant  un  nombre  entier,  et  t  un  arc  inférieur  à  7»  lequel  devra 
lui-même  satisfaire  à  Féquation 


/ 

£  = 


ry ^ ;-  {t  C0l£  4-  ^Z^)  =  'rj ^ r-  f'  ^  (  4  —  ^  )  ^^  ^  7^  6*  — .•• 

On  tire  de  celle-ci  pour  la  valeur  approchée  de  e 
Cela  posé,  la  formule  (44)  donnera 

)  2  (4/1-2)7:1   ^  3  L(4n-»)d         >5  L(4«-^)-J  ' 

=  ,,  5707963a ...(.  n -.)- îlî^^l^  -  ^l^^lM!^  _  £l?^?74355  _  _ 
I  '    '   '^  ^  '  -i/i  — I  (an— 1)»  (an— 1)1 

et  Ton  aura  par  suite 

/sù^y^r     i_^f  L^i[_j_1V4Qr      '   ^  T.,...j. 

\   u    y      L{2rt-i)7:j  /      îL(1«-2)Trj      ^4L(4'»-^)7rJ         ^ 
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En  réunissant  ces  dernières  équations  aux  formules  (i8)  et  (4o).  on 
trouvera,  pour  les  coordonnées  du  sommet  de  la  n'*"*  onde, 


1     V(ïrt— i)7r(  L(4'*— ^'JttJ         3L(4/i  — ^JttJ 


=  o.39894a...-l^i^r.- 

^in  —  I  L 

^\/^a    r     o  o   /  o,0'ïo*xio 


o ,  o5o66o       o ,  oo85f549 


-f- 


(2/1  —  j)^  (2/1  —  l)^ 


-h 


] 


O , oo34 I 29 

(2/1  —  l)* 


H » 


] 


(48) 


-''^(7:)    U/t-iJTrff/J  r"^»L(4«-^)j:J  ^^4l(4«-*)îrJ 

-  •  •  •    I 


i,4'x54io. .  .h  (  et 


(an  — 1) 


r^(F'r[ 


0,01 2665       o , 00 I 30998 

(2/1  —  1)5»  "^  (2/1  —  1)* 


i       (^'i— 0 


(ûc  \*r     /  ^/  o,oi8o53        0,001867262 


..]. 


De  plus,  en  désignant  par  \  la  largeur  de  la  n'*"*  onde,  on  tirera  des 
formules  (18)  et  (43),  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  l'unité. 


(49) 


Lorsque  le  nombre  entier /i  devient  considérable,  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  réduire  à  leurs  premiers  termes  les  séries  que  renferment  les 
seconds  membres  des  formules  (48);  et  l'on  trouve,  à  très  peu  près, 


(5°)*  =  îV{^^?^'       ^  =  "'^©     [(.«-OTTg/J'^VV/i^^r^' 


(5.) 


1    y  nr.       in 


Ajoutons  que,  si  l'on  pose  successivement 

/i  =  I ,    n=  7.f     /i  =z  3,     ... 
on  tirera  de  l'équation  (47) 

v  =  1,394...,    V  =  4>658778... ,    ur=  7,82203 j.. .,    y  ==10,972794. .  .> 

26. 
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Pour  vérifier  Texactitude  de  ces  valeurs  de  u,  il  suffira  d'observer 
I**  qu'elles  diffèrent  très  peu  des  arcs  qui,  sur  la  circonférence  décrite 
avec  le  rayon  i,  et  divisée  en  4oo°,  ont  pour  mesures 

88"74',     196058',     497^96',     698055',     ...; 

7?  que  si  Ton  désigne  par  »  un  de  ces  arcs,  la  racine  correspondante 
de  l'équation 

tang'j  —  4^^  =  o 

sera  déterminée  avec  une  approximation  très  grande  par  la  formule  que 
l'on  déduit  de  la  règle  de  Newton,  savoir  : 

lanew  —  4» 
lang'-«—  '3 

Or,  si  dans  cette  formule  on  substitue,  l'un  après  l'autre,  à  la  place 
de  K,  les  arcs  ci-dessus  mentionnés,  on  trouvera 

1L>  =   1,39325?....,    u  =  41^58778. . .,    i>  =  7,822o3i . . ., 
;;  ^  10,972794  ..  .,       .... 

Les  valeurs  correspondantes  de  x,  y,  tirées  des  équations  (18)  et  (4i  ), 
ou  bien  encore  des  équations  (48),  seront  respectivement 

('      pour  la  première  onde  : 

JT^iz  0,424087.../ v^^,      r  =  0,941949.../!  ^1^:=  1,446437...//  ^^^ 

pour  la  deuxième  onde  : 
x=:o,23i65o.../ v/^a,    j^  o,5220>.8.../i  (  -  j    =:  1,084619.. ./<(—-) 
(53)  /      pour  la  troisième  onde  : 

j:  =  o,  178776.../ v^^â,    r  =  0^03249.. ./WJj:i^o,ç^37i4.../*(^\ 

pour  la  quatrième  onde  : 
x  =  o,  i5o9i3.../  Vg^,    y  -  o,  340553.. .A  (|J  ""^  0,876552.  .A  i-^  * , 
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D*aiitre  part,  les  abscisses  des  points  les  plus  bas,  déduites  des  for- 
mules (18)  et  (43),  seront 

jr  =:  0,28209^.  ../ yg-a,     :c  =  0,199470.  ../ y/g'a,     a:  =  0,162867. ../ yga» 
a:  =  o ,  1 4 1 047 . . . /  v/ga,      ...  ; 

et,  comme  les  différences  entre  ces  mêmes  abscisses  fourniront  les 
largeurs  des  différentes  ondes,  ou,  en  d'autres  ternies,  les  diverses 
valeurs  de  >.,  on  aura  encore, 

pour  la  deuxième  onde X  =  o ,  0826^4  •  •  •  '  \'S^* 

pour  la  troisième  onde 1=^  o,o366o3. . .  /  \fgÔLy 

pour  la  quatrième  onde  ....     X  =  o ,  02 18*20 . . .  /  \'g(Xy 

Concevons  maintenant  que,  la  courbe  représentée  par  l'équation  (20) 
•étant  symétrique  par  rapport  à  l'axe  desj,  la  fonction  F(ct)  soit,  pour 
des  valeurs  positives  de  ct,  déterminée  par  la  formule  (8).  On  devra 
substituer  aux  équations  (12)  et  (i4)  les  formules  (23)  et  (24);  et,  par 
des  calculs  semblables  à  ceux  que  nous  avons  déjà  effectués,  on  prou- 
vera que  l'intégrale  (26),  prise  entre  les  limites  rj  =  o,  tr  =  a,  a  pour 
valeur 

cos—  FiCTJrfcy 
i^, .      ]      =  A  /    cos  —  Jgj  -h  B  /    Gj  cos  —  rfoj  -h  C  /    cj^  cos  —  rfcy -h . . . 

=^cc[A  —  ^Ba ^^ Ca 5;;^- "  »«^ ^. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  fasse  naître  le  mouvement 
par  l'immersion  d'un  prisme  triangulaire  dont  les  arêtes  soient  hori- 
zontales, et  dont  la  partie  plongée  ait  pour  base  un  triangle  isoscèle 
tracé  dans  le  plan  des  x,  y,  le  sommet  du  triangle  étant  situé  sur  l'axe 
des  j.  Si  l'on  appelle  A  la  hauteur  de  ce  même  triangle,  dont  la  base 
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sera  représentée  par  2 a,  on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  or, 

(55)  f(ct)  =  -a(i-^), 

et,  par  suite, 

oc 

En  vertu  de  ces  dernières  équations,  la  formule  (54)  donnera 


(56)      f  cos— F  [us]  dm  =  ~  h 


En  conséquence,  les  formules  (27)  et  (29),  qui  déterminent  les  points 
les  plus  bas  et  les  plus  élevés  des  différentes  ondes,  deviendront  res- 
pectivement 

(57)  I  —  COSLi  =  0, 

et 

;58)  — ^^ — j ^  =  0,    ou    4"  siny  —  5(i  —  cosu)  =  0. 

Les  racines  de  l'équation  (67)  coïncident  avec  les  seconde,  quatrième, 
sixième,  etc.  racines  de  l'équation  (42);  d'où  il  résulte  que  chacune 
des  ondes  produites  par  l'immersion  du  prisme  triangulaire  vient  occu- 
per la  place  de  deux  ondes  produites  par  l'immersion  d'un  parallélé- 
pipède rectangle,  dont  les  arêtes  seraient  parallèles  aux  axes  coordon- 
nés, et  dont  la  section  de  flottaison  coïnciderait  avec  celle  du  prisme. 
Quant  à  la  formule  (58),  elle  comprend  à  la  fois  l'équation  (57)  et 
la  suivante 
(59I  tangi._8 


%^ 


Après  avoir  résolu  celle-ci,  on  déterminera  les  coordonnées  des  som- 
mets des  différentes  ondes  par  le  moyen  des  équations  (18)  et  (24)« 
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dont  la  seconde  deviendra 


V         ,  .   /  .  .  y 


et  pourra  être,  en  vertu  de  l'équation  (Sg),  présentée  sous  la  forme 


5 
/  .  \    I 


Observons,  d'ailleurs,  que  l'on  satisfait  à  l'équation  (Sg)  par  des  valeurs 
positives  de  u,  en  prenant  pour  n  un  nombre  entier  quelconque,  puis 

désignant  par  e  un  arc  inférieur  à  4*  et  supposant 


-L»  =  ['xn  —  i) e, 

1  1 


(62) , 

\         \[7.n~i)i:\  5     /       (ort  — 4;7r\        i5  4^  / 

On  aura,  en  conséquence,  pour  les  valeurs  approchées  de  t  et  de  'j, 

'-{8«-4)7r|    ■^i5L(8n-4);rJ  "^  75  L(8«-4jîr.J  )' 

J  ^  '  (4«  — ^)7r|         bol  (4/i~'2)7rJ        iîooL(4/i  — ^)7rJ 

•>     /  /?     /?ff       /            \      rO'7Q^774    .    0,159577       0,0635574  ~I 

r=3,i4i5Qa65. .  .(an  — i)  —    — ^^  ^^^  -h  -, ^^-~  +  -7^ Çr  H ; 

et  l'on  en  conclura 


sin2- 


•^* 


[(• 


I        (      1  r     5      12     9.9  r 5 "I*     73  r      5     -y       ) 

^-,)::jTl    ^4L(4'*-2)7rJ  "^!24oL(4'i-^)t:J  '^9^oL(4'»~2)7^J  "^"T 


En  réunissant  ces  dernières  équations  aux  formules  (i8)  et  (60),  on 


\ 
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IrouTera,  pour  les  coordonnées  da  sommet  de  la  ii*~  onde. 


<     V     ^/»  — I  n:'  ^L   i«  — ^  ~J        3cnjL   î«  —  ^  -J        6000  L. 4»  — -.''J  ^ 

c,       .  t^is'x    V        o,i^i66>i        o-oîq4^>       0,0^4^4 î3  ~| 

-      OT^8yjrp,  .  .  1     1 — T__tr-r ^ I 

%2JI  — IL  ^»  —  "^  .  ^»  —  *'  *^*  —  '  J 

i\S^2    r       û        -  o.o35-i —        o,oi3q>^o        o, 00^0084  n 

|2«  —  iL  2«  —  I^  iJi  —  I    *  1«  —  I*  J 
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/  :r     •  r       ^.^  ,,  0,120807         o,o3Hq75        0,01 47^5  T 


De  plus,  en  désignant  par  \  la  largeur  de  la  «''"•onde»  on  tirera  des 
formules  ,18^  et    37  ,  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  Tunité, 


65         Ârzr 


Lorsque  le  nombre  n  devient  très  considérable,  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  réduire  à  leurs  premiers  termes  les  séries  que  renferment  les 
seconds  membres  des  formules  ,64);  et  Ton  trouve,  à  très  peu  près. 


=:-/\/7 ^ :-. 

1    y   ^an  —  1  77 


4/1  y  anr       2a 

Ajoutons  que,  si,  dans  la  seconde  des  équations  (63),  on  pose  succes- 
sivement 
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on  en  conclura 

U  =  2,I!X3...,       U  =  9,15334.  .  .,       l>  =  l5, 54751  16.  ..  . 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  ces  valeurs  de  u  et  corriger  leurs  derniers 

chiffres,  il  suffira  d'observer,  i**  qu'elles  différent  très  peu  des  arcs  qui, 

sur  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  1,  et  divisée  en  f\oo^9  ont 

pour  mesures* 

i35*'io',  582^72',  989^78',  ...; 

2®  que,  si  l'on  désigne  par  »  un  de  ces  arcs,  la  racine  correspondante 
de  l'équation 

sera  déterminée  avec  une  approximation  très  grande  par  la  formule  que 
l'on  déduit  de  la  méthode  de  Newton,  savoir, 

H       4 
lang--5« 


I  .H  3 

-lang2 

1       ^  a       10 


Ur,  si  dans  cette  formule  on  substitue,  l'un  après  l'autre,  à  la  place 
de  «  les  arcs  ci-dessus  mentionnés,  on  trouvera 

(67)  '«(=^2,0435...,     u  =:  g,i53332. . .,     u  =  i5, 547512. .. ,     .... 

Les  valeurs  correspondantes  de  ar,  y,  tirées  des  équations  (18)  et  (61), 
ou  bien  encore  des  équations  (64),  seront  respectivement 

/        pour  la  première  onde  : 

x  —  oM91^ Wffâ^    7=o,5634i....A^|j  =0,95266... .A  f^j   » 

pour  la  deuxième  onde  : 

(68)  (  X  —  0,165264. . . . /  v^g^a»    X~—  0,080000.. .A  (  -  J    =0, 196789.. .A  (  —  I    5 
pour  la  troisième  onde  : 


X 


^=  0,1268059... /y^ga,    j^=  0,036575... A  (  -  j   =  0,102712. ..A  ( ——j 


Œuvres  deC-  S,  I,  t.  1.  27 


210  MEMOIRE  SUR  LA  THEORIE  DES  ONDES. 

D*autre  part,  les  abscisses  des  points  les  plus  bas,  déduites  des  for- 
mules (i 8)  et  (57),  seront 

En  retranchant  ces  mêmes  abscisses  les  unes  des  autres,  on  obtiendra 
les  largeurs  des  diverses  ondes,  ou  les  différentes  valeurs  de  >.,  et  l'on 
trouvera,  en  conséquence, 

pour  la  deuxième  onde  ....     i  =  o, ©584^3 . . .  /  y'g^a, 
pour  la  troisième  onde 'k^^o,  0*25883 . . .  /  \fgXf 


Supposons  encore  que  Ton  produise  la  dépression  initiale  du  fluide 
par  rinimersion  d'un  cylindre  dont  les  arêtes  soient  horizontales,  et  qui 
se  trouve  coupé  par  le  plan  des  a?,  j,  suivant  une  courbe  dont  la  partie 
plongée  se  confonde  sensiblement  avec  une  parabole  ayant  pour  axe 
l'axe  des  y.  Si  l'on  désigne  par  h  la  flèche  du  segment  plongé,  on  aura, 
dans  le  cas  présent, 

Ccj)  F(^)---.-A(,-g), 

A:^-A,     B=:o,     C=A'     D^E=i...-o; 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (54) 

•     rf^  — )1 

sinu   ,        ^    ^    /  \  oJioCf  . 


Par  suite,  les  formules  (27)  et  (29),  qui  déterminent  les  points  les  plus 
bas  et  les  plus  élevés  des  différentes  ondes,  deviendront 

71)  sin-j  — 'j  cos'j    -  o,     ou     tangu»— «^, 

vi 


d 


( 


'slnu  —  \j  cosL» 


,71)        ~  "" --  =  0»     ou     (4i^^  —  9)  sinu -hgu  cos  j  -- n 
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Les  équations  (71)  et  (72)  sont  précisément  celles  que  M.  Poisson  a 
obtenues.  On  satisfait  a  la  première,  en  posant 


1  [in  —  i]T:{        3L(9./i  — ij-J        i5L(2/ï  — iJTTj        io5[  (^/i  —  i  ttJ  ) 

^         ^^         ,                     o,6366iqf)       0,17^0081       o.oQoG'i5g       o,o58q9.3 
—  1,57079632..  .2/1—1 •' :-~-^ ^  —  -. -—T » 

'     '^  ^  '  2/1—  I  2/t—  1/  [2/1—1/  2/i-—  I    ' 


et  à  la  dernière,  en  posant 

9 


î^  — /tr  —  , 


9\4/i7:/        ^o5\^nrJ        85o5\4/i7:/  J 


,     ^  f.    y,^  o. 7161 97       0,20^091        o,io'2825       o,o63io8 

^     ^  n  n^  /*•»  n^ 

Si  dans  l'équation  (74)  on  fait  successivement 

on  en  tirera 

o  -1^  1 ,  99 . . . ,    L»  =  5 ,  8958 . . . ,    u  -~  9 , 1 7803 . . . ,     .... 

La  première  de  ces  valeurs,  placée  entre  les  limites 

—  =1,83259...     el    7.- ^^-3- — '*i09p9..., 

lie  saurait  être  considérée  comme  très  exacte,  attendu  que  la  série 
comprise  dans  Téquation  (74)  est  peu  convergente  pour  n—  \.  Mais, 
pour  corriger  la  valeur  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  prendre 


7^ 

12 


Alors  l'équation  (72)  donnera 

c*t,  comme  on  a  d'ailleurs 

/  .        tang  —  4-  lange  .  . 

*«"g(^-+-7^)^ "^ -lang^--4-fi-+-lang2^-Jlang6-h   .   , 

'       I  —  lang-^  lange  ^  ' 


27. 
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on  trouvera,  en  remplaçant  tange  par  t,  et  négligeant  t*,  £*,  . . ., 

7:r^9^i^^7::lang-jlang—        ^  ^ 

•^  =1,83259-1-0,00262  =  1,83521 

Par  conséquent»  les  valeurs  de  'j  relatives  aux  sommets  des  premières 
ondes  seront 


é  4 


\  -^  =:  1,8352. . .,     ^  =  5,8958...,    ;/ =  9,17803. . ., 


Quant  à  la  formule  (73)»  si  Ton  y  pose  successivement 
on  en  tirera 

76'  L>  :=  4»49M*'^- •  •»       •^  =:  7,7252519.  .  .,      -^  =:=IO,9o4l2l5.  .  .  . 

Après  avoir  déduit  des  formules  (73)  et  ;74)  les  valeurs  de  u  qui  cor- 
respondent aux  points  les  plus  bas  et  les  plus  élevés  des  différentes 
ondes,  il  ne  restera  plus  qu'à  les  substituer  dans  les  équations  (18 - 
et  (24),  dont  la  seconde  deviendra 


I         I 


,     ,  î/if  sin-j  — 'jcos'»y  -"I*  {x\^      \h  ,  i\^  f  siny  — y  cosu  *!*  /  «  \* 

"  ^=A. — ^^ — J  U)  ^^UJ  L — ^ — J  li^'  ' 

et  pourra  être,  en  vertu  de  l'équation  (72^,  présentée  sous  la  forme 

^         jh I  /A  »  ^  |'^\  ^  ^\,j) i(—Y 

Cela  posé,  si  Ton  calcule  d*abord  les  coordonnées  des  sommets  des 
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différentes  ondes,  on  trouvera 


pour  la  première  onde  : 
a:  =  o ,  36go8  ,,.t  s^gx,    jrz=z  i ,  9363 'm  ~  )   =  '  >  '  7^34  •••/*(  "75  ) 

pour  la  deuxième  onde  : 

j.  ± 

pour  la  troisième  onde  : 


1 


Quant  aux  abscisses  des  points  les  plus  bas,  elles  seront  respectivement 

x=:  o,i358']^,..t  ^goL,     a:  =  0,179892.../ ^/g-a,     x  =  0fi5i^i^,.,t  ^goc,     .... 

Les  différences  entre  ces  mêmes  abscisses  prises  consécutivement, 
savoir, 

o ,  o5598'2 . . .  /  \/g^,    0,028478. ../ v^^,     ..., 

représenteront  les  largeurs  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  etc.  onde. 
Ajoutons  que,  si  le  nombre  entier  n  devient  très  considérable,  les  coor- 
données X,  y  du  sommet  de  la  n'*""  onde,  et  sa  largeur  1,  seront  don- 
nées à  très  peu  près  par  les  équations 

I  111 

4/1  V  ni:       in 

Dans  chacune  des  hypothèses  que  nous  venons  de  passer  en  revue, 
l'équation  (27)  a  une  infinité  de  racines  réelles,  et  Ton  y  satisfait  par 
une  série  de  valeurs  de  u  qui  croissent  au  delà  de  toute  limite.  Mais  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi,  et  il  peut  arriver  que  les  racines  réelles  de 
l'équation  (27)  disparaissent,  ou  du  moins  que  cette  équation  n'ait  pas 
de  racines  réelles  supérieures  à  une  limite  donnée.  C'est  ce  qui  aura 


2V* 
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généralement  lieu,  si,  la  quantité  F(a)  étant  nulle,  la  valeur  numérique 

du  rapport  ^tj^  devient  inférieure  à  l'unité.   Pour  démontrer  cette 

assertion,  il  suffit  de  recourir  à  l'équation  (54)»  et  d'ordonner  son 
second  membre  suivant  les  puissances  ascendantes  de  -•  En  effet,  on 
trouvera  de  cette  manière 

Jr'        u!n  ,,,    ,^              (A-4- Ba-f-Ca-H- Da'H-.  .  .1  sinu 
cos — rixn]duj=^x 


■+•  a- 


(BH-aCa-4-3Da2-+-...l  cosu  — B 


(i.îC  H-  ^.3DaH-. .  .1  sinu» 

_  (x^l 

f  i.*î.3D  -h. .  .^  cosu  —  Î.Î.3D 

—  a* : 


et,  comme  on  a  d'ailleurs 


F(«)  - 

A 

■+■ 

B«-h    Ca24-        Da'-I-..., 

F'(«)  - 

B    -hiCa  -h      3Da2^-..., 

F"(«) 

1.2C      -i-i.3Da    -h..., 

F-^«;-- 

i.^.3D      -h..., 

011  en  conclura 

F'(o)  =  B, 


F"'(o)  =  i.2.3D, 


8 


1    r'cos*"'F(Gj)rfiîT=-F(«)sinu  +  ?^[F'(« 


)  cosu  —  F'(o)] 


F»  sinu-  -  [F'\a)  cosu  -  F-'(o;] -f-.... 


Cette  dernière  formule,  que  l'on  déduit  aussi  de  l'intégration  par  par- 
ties, présente  le  développement  de  l'intégrale  (26)  en  une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  ascendantes  de  7-  Pour  de  très  grandes 
valeurs  de  j,  cette  même  formule  donne  à  très  peu  près 


H-x] 


I    cos —  Fi GJ^  dm  —  -  F(a)  sinuf. 
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lorsque  F(a)  n'est  pas  nulle;  et 


(83) 


J'    cos 


VU 


oT' 


F(iij)(/Bj=^[F'(a)  cosy-F(o)], 


toutes  les  fois  qu'on  suppose  F(a)  =  o.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  dans 
la  seconde  hypothèse,  si  la  valeur  numérique  de  F'(o)  surpasse  celle  de 
F'(a),  l'intégrale  (26)  conservera  constamment,  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  u,  le  même  signe  qui  affectera  la  quantité  —  F'(o).  Donc 
alors  l'équation  (27)  n'aura  pas  de  racines  réelles  supérieures  à  une 
certaine  limite.  Par  suite,  il  n'y  aura  plus  que  quelques  ondes;  ou,  s'il 
en  existe  encore  un  nombre  indéfini,  les  points  les  plus  bas  de  ces 
ondes,  du  moins  de  celles  qui  porteront  des  numéros  élevés,  cesseront 
de  se  trouver  dans  le  plan  horizontal  des  a?,  z,  et  les  ordonnées  de  ces 
points  deviendront  proportionnelles  aux  valeurs  minima  de  la  fonc- 
tion U,  lesquelles  seront  déterminées,  avec  les  valeurs  maocima  de  la 
même  fonction,  par  la  résolution  de  l'équation  (29).  L'une  de  ces  cir- 
constances aura  nécessairement  lieu  toutes  les  fois  que  la  portion  do 
courbe  représentée  par  l'équation  (20),  et  terminée  au  point  dont 
l'abscisse  est  a?  =  a,  rencontrera  l'axe  des  a?  en  ce  dernier  point,  et 
tournera  sa  convexité  vers  le  même  axe. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  dont  il  est  ici  ques- 
tion, soit  une  parabole  tangente  à  l'axe  des  j?,  et  représentée  par 
l'équation' 

On  aura,  dans  ce  cas, 


(84) 


F(nj)=-/i    I 


m 


) 


PW  =  1«(,-Î,. 


"xh 


f[m)  =  -     -,     F"'(ro)  =  F-»»= :  o, 

F(*:,  =0,     F'(a)  =  o,       F''(«)=-|J,     F"!*)  =  F"  i  «)=...---<., 


F'(0):=^, 


F'^^O)    :r_F^(o)      =:...=:=  U, 
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et  Ton  tirera  en  conséquence  de  la  formule  (8i) 

,8j)  j    cos— F{Bj)rfcj  =  --j^(i —y 

m 

Or,  la  valeur  numérique  du  rapport  — -  étant  toujours  inférieure  à 
Tunité,  il  en  résulte  que  le  binôme 

sinu 
I 


ne  pourra  jamais  s'évanouir.  Ainsi,  dans  le  cas  présent,  l'équation   27 
n'aura  pas  de  racines  réelles.  Quant  à  l'équation  (39),  elle  deviendra 


irf) 


i^\  T =  o>    ou    9sini»  —  (4  cosy  4- 5)i>==o. 


Olle-ci,  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

t,  qsinu 

5-h4cosj 

n'admettra  pas  de  racine  réelle  supérieure  à  la  valeur  maximum  de 

l'expression 

Qsini/ 

-7 » 

4cosiy 


5 


c'est-à-dire,  au  nombre  3  qu'on  obtient  en  prenant  sinu  =  ^  et 
cosu  =  —  |.  De  plus,  comme  le  premier  membre  de  l'équation  (87^  a 
pour  dérivée  la  fonction 

Q^SCOSL/  -\-  {\  (i  —  COS'J^  fii  -\-  i6cosi»1 

il L_  —  I  -^^  1 I 

(5-+-  4coswi;-  (5  -r-  4cos:^/- 

qui  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  cosu  comprises  entre  les 
limites  cosu  =  i,  cosi»  =  —7^,  et  devient  négative  entre  les  limites 
cos»j  =  —  7^,  cosi»  =  —  I,  il  est  clair  que  ce  premier  membre  croîtra 
depuis  la  valeur  zéro  correspondante  à  u  =  o,  jusqu'à  la  valeur  posi- 


NOTE  XVI.  217 

tive  0,57589...  correspondante  à  u  =  arc cos(— fj)  =  2,328837..., 
et  décroîtra  ensuite  depuis  cette  valeur  positive  jusqu'à  la  valeur  né- 
gative —  1,75  correspondante  à  u  =  3.  Donc,  si  Ton  fait  varier  la 
quantité  u  entre  les  limites  o  et  3,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (87)  s'évanouira,  mais  une  fois  seulement,  et  en  passant  du  positif 
au  négatif,  pour  une  valeur  de  u  supérieure  à  2,3288 —  Cette  valeur 
surpassera  même,  i®  celle  qui  correspond  au  maximum  de  l'expression 

9sinu 
5  -4-4cos;y' 

c'est-à-dire,  le  nombre  2 ,  49798 ...  ;  2**  le  nombre 

7:  —  ^  =  '2,6179955.  .  ., 

attendu  que  la  substitution  de  ces  deux  nombres  à  la  place  de  u,  dans 

la  fonction 

9sinu 


6  4-4cosu 


—  '-», 


fournit  les  résultats  positifs 

3  —  2,49798.  ..  =  o,5o2oi .. .,    et    ' '■ p  —  ■2,61799.  ..  =  o,3n88. .. . 

10  —  4  v^ 

Nous  pouvons  donc  conclure  que  l'équation  (87)  a  une  seule  racine 
positive,  comprise  entre  les  limites 

-jg-  =  ^>6i799...,    et    3. 

On  déterminera  facilement  cette  racine  à  l'aide  d'approximations  suc- 
cessives. En  effet,  si  l'on  désigne  par  »  une  valeur  approchée  de  la 
racine  dont  il  s'agit,  on  tirera  de  l'équation  (87),  par  la  méthode  de 
Newton, 

_        rpsiny  — »(5-4-4cos»)](5-h4cos«]  _    »(4-i-5cos«l  — sin«(5-f-4cosH'i 
(i  —  cos»)  ^i  I  4-i6cos»j  "       (1  —  cos»)  (i  I -h  i6cos») 
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Cela  posé,  on  trouvera 


Sk 


pour  H=-g:=z:a,6i799. 

pour  «  =:  2 , 75602 . .  . 

pour  «  =  2,72432... 

pour  H  =:  2,72202.  .  . 


Par  conséquent, 

(88) 


'j  =  2 ,  75602 . . 
V  =  2,72432. . 

U  =:  2,72202.  . 
if  =:  2,722003. 


U  zn  2,722003.  .  . 


est  la  seule  racine  réelle  et  positive  qu'admette  l'équation  (87).  Les 
valeurs  correspondantes  des  variables  x  et  y,  déduites  des  équations  (181 
et  (24),  savoir, 

(89)     :r  =  o,3o3oJ7...^v^^a,     ^  ==  0,427309...^  f  ^  j   =  0,776210...*  f^j   , 

sont  les  coordonnées  du  sommet  de  la  seule  onde  qui  subsiste  dans  le 
cas  particulier  que  nous  examinons  ici. 

Considérons  encore  le  cas  où  l'équation  (20)  représente  une  courbe 
logarithmique,  et  se  réduit  à 


r='-  fi 


•a 


e  désignant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques,  et  a  une  quantité 
constante.  On  aura 


(90) 


FW 


.,  =  __^[/(-v)_.]. 


e«  —  I 


r  I  m  I    -  —  — >      r  .  cj)  — »      r   [fs]  —  — —  — —  —  ■>     •  •  - 


ah 


'         '   '       aie*»  — ij  ^   ' 


F  ,0    r^ 9 


—r-, — :«      r    .3t;  —  — -»     •••• 

ir*»  v.>  _  _?!^!A_ 

r    tO  =r  — »      •••» 


l"/ 


a'  ^e«  —  I 
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■ 

et  Ton  tirera  en  conséquence  de  la  formule  (8i) 

J'    cos— F(cj)rfcy 
0 

1  aoili       /  ^         sini»\  /        a^       a*       a*    .        \ 

sinu 
,     COS  y  —  e«  -4-  fl 


é?«  —  I  a- 


a  _i_  ,.a 


Il  est  facile  de  vérifier  directement  cette  dernière  équation.  Ajoutons 
que,  si  la  constante  a  est  positive,  auquel  cas  la  courbe  représentée 
par  Téquation  (20)  tournera  sa  convexité  vers  l'axe  des  a?,  la  valeur 
numérique  de 


sini; 

COSl>  -hû 


restera  constamment  inférieure  à  celle  de  i  -h  a,  et  par  suite  à  celle  de 


2 


Donc  alors  l'intégrale  (91)  ne  pourra  s'évanouir  pour  aucune  valeur 
de  u,  et  l'équation  (27)  n'aura  pas  de  racines  réelles.  Quant  à  l'équa- 
tion (29),  elle  deviendra 


d 


V\j{e^  —  cosLi]  —  a  sînuT 


c/u  =-' 


ou 

(  ^v^  sini»  —  (5c«  — 5cosLi -h  4«  cosi»)i>3 -h  (4«  +  9)«i>^  sini; 
(9a)  J 

(  -h  (3e«  —  3cosu  —  4«  coswja^i»  -+-«'  sinu  =  0. 

Or  il  est  aisé  de  s'assurer  que  celle-ci  a  une  infinité  de  racines  réelles 
et  positives.  En  effet,  si  l'on  prend 

['xn  -+-  îItt 
y  = , 

n  désignant  un  nombre  entier  très  considérable,  le  premier  membre  de 

a8. 
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Téquation  (92)  deviendra  positif  ou  négatif  en  même  temps  que  son 
premier  terme,  suivant  que  le  nombre  n  sera  pair  ou  impair.  Ce  pre- 
mier membre  passera  donc  une  infmité  de  fois  du  positif  au  négatif, 
et  réciproquement;  d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  valeurs  réelles 
de  u,  propres  à  le  faire  évanouir,  est  infini.  Les  valeurs  de  u  dont  il  est 
ici  question  fourniront  les  divers  maxima  et  minima  de  la  quantité  U, 
auxquels  correspondront  les  points  les  plus  bas  et  les  plus  élevés  des 
différentes  ondes.  On  doit  remarquer,  à  ce  sujet,  que,  les  valeurs 
minima  de  U  n'étant  pas  nulles,  les  points  les  plus  bas  seront  situés 
au-dessus  du  plan  horizontal  des  a;,  z,  et  que  leurs  ordonnées  se  dédui- 
ront, comme  celles  des  points  les  plus  élevés,  de  la  formule  (34). 

Lorsque  la  constante  a  s'évanouit,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (20)  se  change  en  une  droite.  Dans  la  même  hypothèse,  les  équa- 
tions (90)  et  (92)  se  réduisent  aux  formules  (55)  et  (58),  et  les  points 
les  plus  bas  des  différentes  ondes  se  retrouvent  dans  le  plan  horizontal 
des  â7,  z,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué. 

Lorsque  la  constante  a  devient  négative,  la  courbe  logarithmique 
représentée  par  l'équation  (20)  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des  x. 
Alors  l'intégrale  (91)  est  tantôt  positive,  tantôt  négative,  et  s'évanouit 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  u.  Par  suite  les  points  les  plus  bas  des 
différentes  ondes  sont  encore  situés  dans  le  plan  horizontal  des  x,  z, 
comme  dans  le  cas  où  l'on  avait  a  =  o. 

Il  peut  arriver  que,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (81),  tous 
les  termes  disparaissent  jusqu'à  celui  qui  a  pour  dénominateur  u".  Pour 
que  les  deux  premiers  termes  disparaissent,  il  suffit  que  l'on  ait  à  la  fois 

F(a)  =  o,     F(a)  =  o,     F(o)=o, 

c'est-à-dire,  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (20)  touche  l'axe 
des  X,  au  point  dont  l'abscisse  est  a,  et  une  parallèle  à  l'axe  des  x, 
au  point  où  elle  rencontre  l'axe  des  y.  C'est  ce  qui  arriverait,  par 
exemple,  si  l'on  supposait 

(93)  F(^)=---A(.+,^)(,_Ey. 
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Dans  ce  cas»  la  formule  (8i)  donnerait 

(gl)   j    cos  —  F(®)ûrcj:r. -6a/i^-^ ^^ J-r (^lang---). 

tandis  que  les  équations  (27)  et  (29)  deviendraient  respectivement 

(95)  2(1  —  cosi»)  — 'j  sinn^o,    ou    sini;(tang ]  =  o, 

et 

Stl{\  —  cosu)  —  xj  sîn xA 

\ ^ 

(96)  — ^ ~  =  0,    ou    ^v^  cosu  — i7L/sinyH-26(i  — COSL/;  — o. 

On  satisfait  à  l'équation  (qS)  par  une  infinité  de  valeurs  réelles  et  posi- 
tives de  u,  qui  sont  égales,  les  unes  aux  quantités 

^77»   4^»   ^^»     *  *  ■> 

les  autres  aux  racines  positives  de  l'équation 

(97)  imz\u  =  ^,xj. 

Ces  racines  étant  évidemment  doubles  de  celles  de  l'équation  (71), 
nous  pouvons  conclure  que  les  valeurs  en  question,  rangées  dans  leur 
ordre  de  grandeur,  seront  respectivement 

I  uz=  6,283i85...,    1;=  8,986823...,    u=  12,566370...,    y  —  i5,45o5o3..., 

(  U=:  18,849555...,      Lt=:  2 1,808243...,     U  =  25, 1327402...,      .... 

Les  valeurs  correspondantes  de  a?,  tirées  de  la  formule  (18),  se  rédui- 
ront à 

(  a:r=o,i9947  i  ..' V^a>     :r=:o,  166788.../ ^g^a,     ar==o,i4io47.../ v/^a,     j:  — 0,1  •27203.../ y^^'a, 

99]  j  —  

f  jr=ro,i  iôi64-..'vS'*>     :c  =  o,i 07067... /y'g-a,     ;r  =  0,0997 35... /y^g-a,      •  • 

Telles  seront  les  abscisses  des  points  les  plus  bas  des  différentes  ondes, 
lesquels  se  trouveront  tous  situés  dans  le  plan  horizontal  des  x,  z. 
Quant  aux  abscisses  des  sommets,  elles  correspondront  aux  diverses 
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racines  positives  de  l'équation  (96);  et,  si  Ton  fait  abstraction  de  la 
première,  elles  auront  pour  valeurs  approchées  les  moyennes  arithmé- 
tiques entre  les  abscisses  des  points  les  plus  bas,  combinées  deux  à 
deux.  Ajoutons  que  la  plus  petite  racine  positive  de  Téquation  (96)  aura 
pour  valeur  approchée  le  nombre 

4 

et  que  cette  même  valeur,  corrigée  par  la  méthode  de  Newton,  de- 
viendra 

;  1 00  )  y  =:  2 ,  2855o .... 

On  trouvera  par  suite,  pour  les  coordonnées  du  sommet  de  la  première 
onde, 

\\o\)    j: -^  0,330734.../ v^g^,    j^=  o,5944o6-««A  (  —  )   = '>o8o993.../i  (  — —  j   • 

Enfin  on  peut  remarquer  que,  l'intégrale  (94)  se  réduisant  à  une  frac- 
tion qui  a  pour  dénominateur  u\  cette  intégrale  et  la  valeur  dejdonnée 
par  l'équation  (24),  savoir, 


i02 


-^fâih-Hî-ï)Tf<i)' 


décroîtront  très  rapidement  pour  des  valeurs  croissantes  de  u.  Il  en 
résulte  que  les  ondes  qui  suivront  la  première  seront  très  peu  sensibles. 
Pour  vérifier  cette  assertion,  il  suffira  de  calculer  approximativement 
les  coordonnées  de  leurs  sommets.  Or  les  valeurs  de  u  correspondantes 
à  ces  sommets  seront,  à  très  peu  près,  pour  la  deuxième  onde, 

y  ::=  7  ,  388964  ...  ; 

pour  la  troisième  onde, 

"j  =  io,65i  180. . .  ; 

etc.;  et  pour  la  rt^"^^  onde  [n  désignant  un  nombre  entier  très  considé- 
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« 

rable). 


[in  -f- 1)?: 

V  =  ' 

1 


Cela  posé,  si  l'on  représente  par  x,  y  les  coordonnées  des  divers  som- 
mets, on  trouvera,  pour  la  deuxième  onde, 


I 


x  =  o,i63Q^o.,.t^'goc,    j=o,o33964...Af^j   =  0,079191 ..  .A  (^j    ' 


pour  la  troisième  onde, 

j:  =  o,i532o4- •./ ^g"»,     y=o,o'xi8o5, .  .hl  —  j    =0,055709. .  .A  f —|    ; 

etc.;  et  pour  la  /i'*°*  onde  {n  désignant  un  nombre  entier  très  considé- 
rable), 

La  dernière  des  équations  précédentes  fournit  une  valeur  de  y  qui  dé- 
croit plus  rapidement  que  le  carré  de  -• 

Par  les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer,  on  voit  que  les 
vitesses  et  les  hauteurs  des  différentes  ondes  produites  par  l'immersion 
d'un  corps  cylindrique  ou  prismatique  dépendent  non  seulement  de  la 
largeur  et  de  la  hauteur  de  la  partie  plongée,  mais  encore  de  la  forme 
de  la  surface  qui  termine  cette  partie,  et,  par  conséquent,  de  la  nature 
de  la  courbe  qui  sert  de  base  à  cette  même  surface  dans  le  plan  vertical 
des  X,  y.  Cette  conclusion  s'accorde  avec  les  observations  insérées  par 
M.  Fourier  dans  le  BuUetin  de  la  Société philomathique  de  septembre  1 8 1 8. 
On  doit  surtout  remarquer  le  cas  où  la  courbe  dont  il  s'agit,  étant  divi- 
sée en  deux  parties  symétriques  par  l'axe  des  7,  tourne  constamment 
sa  convexité  vers  l'origine  des  coordonnées,  et  présente  au  point  le  plus 
bas  une  sorte  de  rebroussement.  Alors  les  ondes  propagées  avec  une 
vitesse  constante  peuvent  se  réduire  à  une  seule,  comme  nous  l'avons 
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démontré  en  supposant  la  courbe  formée  par  la  réunion  des  deux  por- 
tions de  paraboles  semblables  l'une  à  l'autre  et  tangentes  à  l'axe  desi. 
Pour  terminer  ce  que  j'avais  à  dire  relativement  aux  ondes  de  cette 
espèce,  j'observerai  que  Tintégralion  par  parties,  appliquée  à  l'inté- 
grale 


r- 


fournit  non  seulement  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (8i),  mais  encore  le  reste  qui  doit  compléter  cette  série.  En 
ayant  égard  à  ce  reste,  on  trouve  que  la  formule  (8i)  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

/    cos —  F(5r)(/ro 

=  ^[smvF(«)-sin(o)FH] 

+  S[si"(''  +  ")F»-sio^F'(o)] 

4-^[sin[.  +  Tt}F"(«!-sm7rP(o)] 


(.o3) 


— -^  J    sin  ^  +  ! —    F(«>(nj)rfra. 

Ajoutons  que  ce  même  reste,  représenté  par  l'expression 


>'t) 


^X  ""[^ 


-]F"')(ro)<i 


aura  toujours  une  valeur  numérique  inférieure  à  la  plus  grande  de 
celles  que  peut  recevoir,  entre  les  limites  0  =  0,  ts  =  x,  la  fooction 
F™(a)  multipliée  par  la  fraction  très  petite  ^^-■ 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (10),  et,  après  avoir  calculé  les 
deux  es|i('i'cs  d'i miles  <|iie  l'nii  obtient  en  attribuant  à  la  quantité  u  de-^ 
valeur»  infuiinienl  petites,  uu  dvs  valeurs  fmies,  cherchons  ce  qu' 
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arrivera  lorsque»  le  temps  venant  à  croître,  cette  quantité  deviendra 
infiniment  grande.  Alors  on  ne  pourra  plus  remplacer  le  produit 


y  /         ©2  \ 

-    XH 1 

a\  X  } 


vx 

des  considérations  suivantes. 


par  la  fraction  — ;  mais  la  valeur  approchée  dey  se  déduira  sans  peine 


Si,  pour  abréger,  Ton  fait 

ftcy;  =    sm— r  +C0S r  1  Y  w^ 

[  =z    sin- (xH-roH h--«)  4-cos-(xH-cj-h—  -+-•••)     F;©;, 

la  fonction  Î{t3)  s'évanouira  en  même  temps  que  F(ny),  pour  les  valeurs 
de  u  situées  hors  des  limites  u  =  —  a,  tj  =  -h  a;  et  IVquation  (lo)  s«* 
présentera  sous  la  forme 

(.06)  ^^  '  (^v'  n^^id^. 

De  plus,  il  est  clair  que,  pour  de  grandes  valeurs  de  u,  la  fraction  7 

sera  très  petite,  et  que,  si,  la  variable  xs  demeui*ant  comprise  entre  les 
limites  —a,  4- a,  on  attribue  à  "cette  variable  l'accroissement  très 

petit  -7-^»  l'accroissement  correspondant  de  l'arc 


-  [x  -{-W-\ h 

ol\  X 


sera  égal  à 


■) 


X  \X  )    XJ  J 


c'est-à-dire,  très  peu  différent  de  ::.  Cela  posé,  on  aura  sensible- 
ment, pour  des  valeurs  de  xs  renfermées  entre  les  limites  cj=  —  a. 


cectJ 
tj  =  a ï 

XJ 


(,07)  F(m  +  ^)  =  F(BT).    fL  +  ?^\  =  _f.^;, 
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tandis  que  l'on  aura,  entre  les  limites  ct  =  a »  a  =  a, 

(,o8)  F(m-^'^^^o,     f(^  +  ?^^  =  o. 

Ces  principes  étant  admis,  il  deviendra  facile  d'évaluer  l'intégrale 

I    î{w)  dxs. 
En  efTet,  on  a  tout  à  la  fois 


\    î[Ts)dx3—  \  ({xn)dî3-h  f        î[m)dm, 

'■09)  { 

/    f(cj)  dx3=  I  f(Gj)  dxn-h  f  f(Tij)  rfro; 

et  comme,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (107),  on  aura  encore 


«c  ai; 


(110)  r        f(ro)rfcj=r      '{(is+^\dis=-  f      'f{m)dm, 

—  «  -4-    —  —  «  — 


on  tirera  des  équations  (109),  ajoutées  membre  à  membre. 


2 


■7 

f      f(cj)rfBJ=   1  f(cj)ûfBJT+-    /  f(l5j)rfcJ, 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(m)  rf,w)JTiJ=:H    f         ^î(fn)dfs-hj       f(cT)JGT     . 

D'autre  part,  x  étant  très  petit  vis-k-vis  de  x,  et  -^  vis-à-vis  de  x,  on 


NOTE   XVI.  227 

aura,  à  très  peu  près, 


1T 

■«-+-  — 


j  t{rs]dm 

air 


*^l—  ^      f  Sin— ; r  -f-  COS—; r   lOUJ 

J_,  L       oc{x~m)  a{x  —  m)j 


x^.        .{*.     'F.         vx^                       vx^      1     vx^dis 
-  F  —  a)  I  sin  —. +  cos  -7 r     -j r- 

'^  V   .  L       a(x  —  xsj]  a[x —m)_\a[x —  m)^ 


^F(-a) 


[uar»                    .          vx^                             vx^                             vx- 
Sm ; sin  -7 :  —  cos ; r   -^  cos  —, r 
/                  a7r\              a[x -\- OL]                 1                 arrX               a[x -^  ol) 


,  vx^lx-^cc 1  vx^\x-ha I 

F(  — a  sin 1  sm ^—j-, h  cos 


2{x-\-a)lx-h(x )|         a[x-ha;)lx-ha. -\  a{x-\-(x)lx 

OU,  parce  que  les  arcs 

„  vx^  [x-h  a I 

nx^  \  IV I 

i[x  -\-  (x)(x  -'r  (X I        ol[x-\-  x](x  -\-  a \ 


différent  très  peu  des  arcs  -? 


vx^       .  7r 

—  7 


2       Ol[x  -\-  OL)  1 


ce 


(ii^)       f  ffrolrfcj  — 2-    cos— r'^ :  —  sin  — -^^ :     F(— a). 

On  peut  encore  parvenir  à  la  formule  (112)  en  observant  que,  pour 
des  valeurs  de  u  comprises  entre  les  limites  —  a,  —  a  h y  l'arc 


VX^  V  / 

a[x  —  Ts)       a\ 


T3^         W^ 

-f-  BT  H -\ ;:  -h  •  •  •  1  î 

X  X' 


est  sensiblement  égal  à 


V  !                 oT- 

a» 

-hc  -f-  cj  H 

a  \                   X 

X' 

29 
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d'où  il  résulte  qu'on  aura,  par  approximation. 


—  « 


/  sin r  -4-  cos  ■- r    ûfcu 


.;_,         L       «\  X       x^  )  cl\  X       x^  ]\ 

laf       V  f                 «2        a^             \         .    y/                  a*        a^  \1 

—  —    cos -ix  —  x-\ tH---'|  —  sia-Lr  —  aH -^ | 

'J    L         a\  XX'  )  x\  XX'  ]] 

laV  vx^  ,         vx'      'I 

—  cos  —, r  —  Sin  — ;      • 

u»  L        ot[x-\-a]  a[x-hoc]J 

Â  Tâide  des  mêmes  méthodes,  on  établira  la  formule 

(ii3)  r      f(cy)rfTij  =  a^rsin-^'^-^-cos-.-— ^lF(a). 

Si  l'on  a  égard  à  celle-ci  et  à  Téquation  (112),  la  formule  (m)  don- 
nera 

114I    /    t[w]dvs='\    sin— r  — cos— Fa  —    SUI-7 :— cos- r  F;-^.' 

et  l'on  tirera  en  conséquence  de  l'équation  (106) 


1 1 


5    y:=-^=['\       sin— r— cos-^ ^   F(a  —    sm-T— 


x^  vx^ 

-cos-^ 


-+-  X]  ÛC  (x  4-  x] . 


Telle  est  la  valeur  approchée  de  j,  dans  le  cas  où  la  quantité  u  devient 
très  grande.  Si  l'on  suppose  en  outre 

F(a)--^F(~«], 

on  aura  simplement 

ï         /«V^r.  y^'  .  î^^^  y-^*  y^^      li:" 

r  —  -zzzr^  (  -        Sin ■  —  sin  — cos  — ; •  -f-  cos  —, :  I  r 

^,    ■  Kiir.xX^I    L       «i^  — 3Ci  a(x-haj  a(x  — a)  a,x4-a'J 

l'^yio^VV.        yx^  vx^      1  .      vx^     -,,   , 

\7r/    \*»^r/     |_       a[X'  —  x')  cc^x^  —  a^)_\        x^  —  a^      ^ 
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Lorsque  la  valeur  u,  étant  déjà  très  considérable ,  reste  néanmoins 
très  petite  par  rapport  à  -•,  par  exemple,  lorsque  cette  valeur  est  coni- 

parable  à  y/f ,  les 


arcs 


-ux^         vx  l         x^        a* 

a[x^  —  a'')  "^  T  V  "^  jp2  "^  ^ 


ux       vx 

:=: ( h  •  '  *  9 

X  X 


et 


XJX^  [  X^  \  \JX^ 

x^  ~  X-  \        X-  I  x^ 


difTërent  très  peu  des  deux  quantités 


\JX       ^ 

—  et  u, 

X 


en  sorte  que  l'équation  (iiO)  se  réduit  à 


I 


(117)  jr=-=    -        sin— +  COS  -    sinu  F^a). 

yjir.x  \^  J    \        ^  ^  / 

Cette  dernière  coïncide  précisément  avec  celle  qu'on  obtiendrait  en 
substituant,  dans  l'équation  (23),  à  l'intégrale 


J'    cos — Y[w]dx3 
0 


sa  valeur  approchée,  tirée  de  la  formule  (82). 

Discutons  maintenant  la  valeur  de  j  fournie  par  l'équation  (ii5).  Si, 
en  conservant  à  /  une  valeur  constante,  on  attribue  à  l'abscisse  x  un 

accroissement  t^x  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  — ^»  les  diminutions 
correspondantes  de  chacun  des  arcs 

x[x  —  x)       ^[x  —  x)       x[x  -^  x]  ~~  ^[x  -\-  x) 

différeront  très  peu  de  la  quantité 

-  A^, 

X 
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comprise  entre  les  limites  o,  2:7;  et,  pendant  que  cette  quantité  passera 
(le  la  première  limite  à  la  seconde,  l'ordonnée  y  obtiendra  diverses 
valeurs,  les  unes  positives,  les  autres  négatives,  dont  la  plus  grande 
sera 

(..8)  ^-=^(fyj[F(«)p  +  [F(-«)]»-ucos^^^F(«)  F(-«)P 
(]ette  dernière  se  réduit  à 

quand  on  suppose  F(a)  =  F(—  a).  D'ailleurs  si,  dans  la  formule  (24), 
on  substitue  pour  l'intégrale 

1    cos —  F(cj)rfro 

sa  valeur  approchée,  tirée  de  l'équation  (82),  on  trouvera 

(.,0)  r=-^(:)'|[sinwF(«)Pp. 

Comme  les  formules  (116)  et  (119)  coïncident  avec  les  formules  (117) 
et  (120)  à  l'époque  où  la  quantité  u  devient  très  grande  en  restant  com- 
parable à  \/-»  il  est  clair  que  les  ondes  produites  à  cette  époque 

seront  entièrement  semblables  à  celles  qui  avaient  lieu,  lorsque  la 
quantité  u  conservait  une  valeur  finie.  Seulement,  les  nouvelles  ondes 
seront  beaucoup  moins  sensibles  que  les  précédentes,  vu  la  grandeur 

supposée  de  u,  qui  rendra  très  petite  la  fraction  -•  Lorsque,  le  temps 
venant  encore  à  croître,  la  quantité  u  deviendra  comparable  à  -1  ou  même 

x^ 

\\  ~:,i  -•  les  valeurs  approchées  de/  fournies  par  les  équations  (iiG) 

et  (i  19)  convergeront  de  plus  en  plus  vers  la  limite  zéro.  La  même  re- 
marque s'applique  a  la  valeur  approchée  de  y  que  fournit  l'équa- 
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lion  (il 5).  Ajoutons  que  ces  diverses  valeurs  approchées  disparaîtront 
toutes  simultanément,  si  l'on  suppose 

(l'ii)  ¥[ot)=iF(—  a]  =  o, 

c'est-à-dire,  si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (20)  rencontre  l'axe 
des  X  à  ses  deux  extrémités.  Donc,  toutes  les  fois  que  cette  condition 
sera  remplie,  les  ondes  correspondantes  à  de  grandes  valeurs  de  u  de- 
viendront tout  à  fait  insensibles. 

Avant  de  passer  à  des  considérations  nouvelles,  il  sera  bon  de  faire 
voir  que  l'intégration  par  parties,  appliquée  à  l'intégrale 

/••  r         vx^  vx^     1 

(122)  /       sin— ; r-f-cos— 7 r    F(gj)  rfcj, 

.  ■      J_.L       «(^-w)  a[x-xs)]  ' 

conduit  à  une  formule  qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équa- 
tion (ii5).  En  effet,  a  étant  supposé  très  petit  par  rapport  à  x,  on 
trouvera 

/       sin    ,  ^^ — r  -+•  cos  -r^ r    F(bt)  duj 

—  ^     I  Sm-7 r   4- cos -7 r       F    CT     -^ rr 

V  J^    [_       a[x  —  mj             a[x  —  bt)J     ^    '  (x[x  —  xs]^ 
-  -\\  sm-7 X  —  cos— 7 r     Fia]  —    sm  —, —  cos -r r     V\—  x)' 

/       sm— ,        -.—cos -7 r    F'fBjlûfe. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  l'intégrale 

I       sm  -7 :  —  cos -7 r    F  (cj)aiïj, 

et  sur  celles  qui  viendront  successivement  la  remplacer,  on  obtiendra 
un  développement  en  série  de  l'intégrale  (122);  puis,  en  substituant 
ce  développement  à  l'intégrale  elle-même  dans  l'équation  (10),  on 
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trouvera  définitivement 


r 


[^'>^) 


COS 


[x-hac]] 


(x[x  -h  a) 


a\r  .    f      vx^           7r\              /      vx^  ^Mr../    x 

-      sin    — :  +  -    —  COS  1 r  +  -       Fa 

•2/  \a(x4-a)       2/J      ^ 


—    sii 
+  $  \  [sin  ( 


I    • 


cc[x  —  a) 


-«i{ 


-f- 


îqjrsin(-î^ 


a)    "  a        /  •    \a(^  — a)  '2        /J 


—    sin    --i-i ^   —  cos(-7 7 -h' '—]    F 


n-i).- 


Lorsqu'on  supprime  dans  l'équation  précédente  les  termes  qui  ont  pour 

n 

facteurs  -?  — ?  •••5  on  retrouve  précisément  la  formule  (ii5). 

Les  calculs  que  nous  venons  d'effectuer  deviendraient  un  peu  plus 
simples,  si  l'on  n'appliquait  l'intégration  par  parties  à  l'intégrale  (122), 
qu'après  l'avoir  transformée,  en  posant 


(i^i) 


.2:2 


X' 


X- 


X' 


X  —  XS         IXX  —  X  X  -h  (X 


'  .«•-  —  fOr-  • 


Alors  aux  limites  —  a,  -h  a  de  la  variable  u  correspondraient  les  limites 


XX' 


X-  —  a 


9      -h 


(XX 


X'—  «2 


de  la  variable  (^.;  et,  comme  l'équation  (124)  donnerait,  à  très  peu 
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près,  cy  =  jj!.,  Téquation  (lo)  se  réduirait  à 


/  «.!■> 


I 


I  .4-       -j*— a« 


^=Mïïf:..H{^-*^y'<i^-^)]'^^'''- 


j«— a« 


a  j' 


/»ji»— «' 


I9-J      V 


aï— o* 


a  ï 


COS— ^ ; rr—  Sin  ^ -r         /  SÏïï-^  ¥ (u)  clu 


1 


a  s- a* 


En  appliquant  l'intégration  par  parties  aux  intégrales  que  renferme 
Téquation  (laS),  puis  observant  qu'on  peut,  sans  erreur  sensible,  sous 

les  signes  F,  F',  F",  ...,  remplacer  ±    ,__    ^  par  ita,  on  obtiendrait 

de  nouveau  la  formule  (i23).  D'autre  part,  si,  en  conservant  à  /  une 
valeur  constante,  on  attribue  à  l'abscisse  x  un  accroissement  Ao?  infé- 

rieur  ou  tout  au  plus  égal  à  — ^^  la  diminution  correspondante  de  l'arc 


VX' 


gt^x 


QL 


(x2-a2)  4(^2  _a2) 


différera  très  peu  de  la  quantité  -  Aor,  comprise  entre  les  limites  o,  27:; 

et,  pendant  que  cette  quantité  passera  de  la  première  limite  à  la  se- 
conde, l'ordonnée  V,  déterminée  par  l'équation  (i25),  obtiendra  diverses 
valeurs,  les  unes  positives,  les  autres  négatives,  dont  la  plus  grande 

sera 

\_ 


{\i&]y  = 


yJnX  \^; 


Lorsqu'on  suppose  Y{\l)  =  F(— [jl),  en  permettant  aux  dérivées  de  la 
fonction  F(jjt.)  d'offrir  des  solutions  de  continuité  pour  la  valeur  parti- 
culière [A  =  o,  les  forniules  (i25)  et  (126)  doivent  être  remplacées  par 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  I.  3o 
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les  suivantes  : 


a  T' 


'^7      X= -==[-]      cos-T—ir vT  +  sm-— i^ / 


x«-a* 


cos^F(f*)rfu, 


et 


(,^8) 


y= 


wMÏC'-in.)^^]- 


De  plus,  si  l'on  applique  Tintégration  par  parties  à  l'intégrale  com- 
prise dans  la  dernière  formule,  on  trouvera,  à  très  peu  près. 


X 


g.» 


cos-^F(fi)rffi 


tt.r« 


-  ;;ïï jf  sin ^^-  +  ^      ^    '    J  F(»)(;x)  dp., 

t  en  conséquence  la  formule  (128)  donnera 


\L»/     /    .         ur2      T.f    y    ,    oc    .     f     }JX^  z\  ^,,    . 

g:::;sinr-:^^'»-'^"lF(«-n( 


r  =  =!= 


«) 


(.3o)( 


sia(o)F(o)-^sin^F'(o}-... 


a 


/i-i 


.    fn  — tIt: 


.^//-i 


sin 


F("-0(o) 


a  r 


/  sin    -^ 


•ja       [n  —  I  )  r 


•2 


jF('')(^)rfuj 
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Ajoutons  que,  si  Ton  attribue  à  u  une  valeur  finie,  ou  bien  une  valeur 
très  grande,  mais  comparable  à  y--»  l'on  pourra,  sans  erreur  sensible, 

remplacer  la  fraction  -:; par  l'unité  dans  les  formules  (isS),  (12G), 

(127),  (128),  (129),  et  qu'alors  ces  formules  coïncideront  avec  les  équa- 
tions (12),  (i4),  (23),  (24)  et  (io3). 

Si  l'on  appliquait  l'intégration  par  parties  aux  deux  intégrales  que 
renferme  l'équation  (126),  on  obtiendrait  une  formule  analogue  à  la 
formule  (i3o),  et  qui  offrirait  encore  la  valeur  de  j  exprimée  par  une 
série  qu'il  serait  facile  d'ordonner  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  -•  Observons  toutefois  que  cette  nouvelle  formule  se  rapporterait, 
comme  les  formules  (81)  et  (i3o),  aux  cas  où  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion F(^)  conservent  des  valeurs  finies,  1°  pour  jx  =  o,  2°  pour  ^  =  dt  a. 
S'il  en  était  autrement,  on  ne  pourrait  plus  se  servir  des  équations 
(81),  (io3),  (i3o),  ...  pour  déterminer  les  ondes  correspondantes  a 
des  valeurs  sensibles  ou  à  de  très  grandes  valeurs  de  u.  Mais  on  y  par- 
viendrait, en  transformant  la  valeur  de  y^  et  la  développant  en  série  à 
l'aide  des  considérations  suivantes. 

Si  l'on  désigne  par  f(;jL)  une  fonction  telle  que  l'intégrale 


•-  0 


conserve  une  valeur  finie  et  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  \t. 
et  de  V  comprises  entre  les  limites  jx  =  —  m,  ;x  =  -h  w,  v  =  o,  v  =  oc, 
si  l'on  suppose  en  outre  que  l'expression  f((/. -+-vv'—  i)  ne  varie  jamais 
d'une  manière  brusque  entre  ces  limites,  et  s'évanouisse  pour  v  =  qo  , 
il  suffira  d'intégrer  entre  les  mêmes  limites  les  deux  membres  de 
l'équation  identique 

du  ^  t^^  ' 


pour  en  déduire  la  formule 

/     f(.")^F  =  7^  /     [f(m4-vv/^)-f(--m-f-vV^)Jé/v. 

3o. 
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Au  contraire,  en  effectuant  les  intégrations  entre  les  limites  p.  =  o, 
jx  =  /w,  V  =  o,  V  =  oo ,  on  trouverait 

'     f(«)<'F  =  -=  /     [f(/fi-(-vv^)-f(vv'^)]</v. 

0  V  —  I  »^  0 

Si  dans  ces  dernières  formules  on  remplace  f(;x)  par  F([i.)e^*^^^~*,  et  v 
par  ^9  on  en  tirera 


/i//t 


(i3i)  r-™ 


F(a)  e'^V'\'~^d:x 

'    •    —m 


:  1 32 


1/*"*  ,^_ 

,  =:^x'['"■"""'("•"^-"^)-''(^^).l'-'^'" 


et  par  suite 


/     F(/x)cos;j.ix)rfa 


133' 


es^f/ 


u 


^^-m-jV  •  f(— W-+- "v  —  i)  — e^'-A'^    f(  — m— ^^  —  i) 
_i   /     î^ = ^^ eî^r/j. 


.'o  ^V  — ' 


f         \  •  «         \   »  /    I 


•    -  m 


gmj\'"i    f(     m-T- -V  —  I)-^e-'»•n    i  f(     m— "^  — i\ 

^ Lg  XI  fil 


I  r 


«3îi  ^  j  /  '1 


tf 


î»*/u. 
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X 


m 


V{ik)  cos[\j^)d^ 


(i35) 


e-^du. 


(i36) 


F(f*)  sin(uf*)rff* 

emuv/^  F^;^  ^.  ^  /^  )  H-  e-'«"v/^  F(m  —  ^  y''— ^  ) 
= 1      €  V-du. 

-^:j,  ; '""'''■ 

Or,  il  suffira  évidemment  de  développer  les  seconds  membres  de  ces 
équations  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  7^ 

puis  de  remplacer  jjl  par  ct,  m  par  a  ou  par  la  fraction  --r^ ^  qui  diffère 

très  peu  de  a,  et  u  par  -?  pour  obtenir  les  valeurs  des  intégrales 


/     cos  —  F(cy)rfcy,  /    sin— -  F{Tn)dxsj,  l    cos—  F(cy)rfcj, 


r*— a«  /»!«— a* 


cos"^  F{n)du.,      /  sin'Ç  F(f*)(/;z,      |  cos -^'  F(ft)<a, 


!-««  x«--a« 


développées  en  séries  du  même  genre.  Lorsque  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion F([^)  conserveront  des  valeurs  finies,  i""  pour  [^.  =  0,  2**  pour 
[jL  =  dz  a,  les  séries  trouvées  coïncideront  avec  celles  que  renferment 

les  équations  (81),  (i3o), Mais,  si  la  condition  que  nous  venons. 

d'énoncer  n'est  pas  remplie,  on  parviendra  évidemment  a  des  séries  et 
à  des  formules  nouvelles  qui  devront  être  employées  dans  la  détermi- 
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nation  des  ondes  relatives  à  des  valeurs  sensibles  ou  à  de  très  grandes 
valeurs  de  u. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation (20)  soit  une  ellipse,  et  que  cette  équation  se  réduise  k 

.«37!  j=_/i^,_gj-. 

Comme  on  aura,  dans  ce  cas,  F(cy)  —  —  A  (  i  —  ^  ]  ?  on  conclura  de  la 
formule  (i35) 

...  _  «J  (2)  '  f  1 V^-'^'      '^^  ^ L^-JLI  ^i  ,-.<,,: 

puis,  en  développant  l'intégrale  relative  à  (jl  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  -9  et  observant  que  l'on  a  géné- 
ralement, pour  des  valeurs  entières  de  n, 

on  trouvera 


a 

VUS 


cos —  ¥[Ts)dxs 
oc 

0 


L'équation  (i38)  se  rapporterait  non  plus  à  une  ellipse,  mais  à  un 
cercle,  si  l'on  supposait  A  =  a.  Enfin,  si  l'équation  (20)  représentait 
une  courbe  parabolique,  et  se  réduisait  à 
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a  désignant  une  quantité  positive,  on  trouverait  F(ct)==  —  A(i—  ^j  - 
et  l'on  tirerait  de  la  formule  (i35) 


X 


cos —  Ffcj)  dm 

0  ** 


(i4o)/      _a/i   f^  I    \         u  ^         /         \      '    '^  ^         /  fiJ.\»    .     /         «7T 


î;  ^^n^-T 


e-^du. 


— . —  sin 


lu I  H 1-  . . .  I . 

\  1  I        \j  û»*  J 


En  substituant  les  formules  (iSg),  (i4o)»  ...  à  l'équation  (8i),  on  dé- 
terminerait facilement  les  sommets  et  les  points  les  plus  bas  des  ondes 
propagées  avec  des  vitesses  constantes,  et  relatives  aux  diverses  formes 
de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (20).  On  ne  doit  pas  oublier 
qu'il  s'agit  ici  uniquement  des  points  les  plus  bas  de  la  surface  qui 
enveloppe  supérieurement  ces  mêmes  ondes,  ou,  en  d'autres  termes, 
des  points  rfe/?awag"<?  de  la  première  onde  à  la  deuxième,  de  la  deuxième 
à  la  troisième,  etc.  Ces  points  de  passage,  que  M.  Poisson  a  détermi- 
nés, dans  le  cas  où  la  courbe  se  réduit  à  une  parabole  du  second  degré, 
ont  été  désignés  par  ce  géomètre  sous  le  nom  de  nœuds,  et  il  appelle 
dents  des  ondes  ce  que  nous  avons  appelé  sillons. 

La  méthode  qu'on  vient  d'exposer  fournit  aussi  le  moyen  d'établir 
dans  les  différents  cas  les  formules  qui  doivent  être  substituées  à  l'é- 
quation (i3o). 

Jusqu'à  présent  nous  avons  fait  abstraction  de  l'une  des  trois  dimen- 
sions de  la  masse  fluide,  ou,  en  d'autres  termes,  nous  avons  supposé 
que  le  mouvement  s'effectuait  de  la  même  manière  dans  tous  les  plans 
parallèles  au  plan  des  x,  y;  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si,  le  fluide 
étant  renfermé  dans  un  canal  rectiligne  et  d'une  largeur  constante,  on 
faisait  naître  le  mouvement  par  l'immersion  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre  dont  la  longueur  serait  perpendiculaire  à  celle  du  canal.  Con- 
cevons maintenant  que  l'on  restitue  au  fluide  ses  trois  dimensions,  et 
que  la  cause  du  mouvement  soit  une  altération  primitive  du  niveau 
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clans  une  petite  portion  de  surface  adjacente  à  l'origine  des  coordon- 
nées. Les  lois  de  ia  propagation  des  ondes  ne  devront  plus  être  déduites 
de  la  formule  (h),  mais  de  celle  qu'on  obtient  en  substituant  à  la 
quantité  Q,  dans  l'équation  (a),  le  premier  des  termes  qui  composent 
la  valeur  de  cette  quantité  dans  la  seconde  des  formules  (80)  (IP  Par- 
tie). Il  faudra  donc,  à  la  place  de  la  formule  (b),  employer  la  suivante  : 

I      r  r  r    r         t     ^i   t.    •             lrs~x]^--h{o-z]^     ^.        x^  ^j    I 
î  I      r  —  —^^  I      I      I       I     ^^^  w^'^)  o  ^  ^^^  ^  ^^s 7 F  ^ {^9  P)  dlf-dvdm'j. 


En  opérant  sur  cette  dernière,  comme  sur  l'équation  (57)  de  la  troi- 
sième Partie,  on  trouvera 


du.  dv  dw  dû 


.142      r=^l       I       I        I      cos  ^  ==\   a*v*  sm  a-hv)F  CT,p  

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (G),  (i3)  et  (i5)  de  la  Note  IV, 
'^4^;      /      /    /\'**i^'^^  /sin(jUL  +  v)rf|t/.rfv  =  -7:  /      /    A-cosô  cos/:x/(^acosô)rfu(/{/, 


et  par  suite 


/     cos{ik)^iJ.^v^  s\n [il -h v)diJ.dv  =  -jT  1      f    ft  cos 9  cos [jl  cos{ kfx cos 0]' d^d'j 


Cela  posé,  la  valeur  de  7,  donnée  par  la  formule  (142),  deviendra 


r. 


dudOdwd'. 


(x-w--  ? 


D'autre  part,  comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (12)  et  (16)  de  la 
troisième  Partie, 


Î6)    I     cos(2A7x)'^cosarf//.  = -^— (sin;^ -h  cos- )  —  /     e-('^V'>*  cosiidu, 
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on  en  conclura 


/     cosa  cos  ^  «a 


'  1  <- 


'4:  M     =- 


1    i  1 

r"^/^-/  cos^O  r  .  1^/2  cos9  {f>t'^  cosQ 


-X 


«      

€ 

0 


On  aura  donc  encore 


r 


-  1 

j_^    /"Y*    r^r      T^^'cos^Q      l'r^fdn        i^f^QS^         ^c^         |g/»cosO       H  Fier.  ,o)./r>./a,/o 


^f*ji  cosO 


j  _  r gn\Kco%9       -t  t 

-^'^J7£  r  J'y  <^osooos,i y ^^--^^^'\  F,., 


p) 


r/u  r/0  ^/ty  r/o 


Dans  ces  diverses  formules,  les  limites  des  intégrations  relatives  aux 
deux  variables  cy  et  p  peuvent  être  censées  réduites  à  des  quantités  très 
peu  différentes  de  zéro,  puisque  la  fonction  F(cy,  p)  est  censée  devenir 
nulle,  dès  que  les  variables  or  et  p  acquièrent  des  valeurs  finies.  Pour 
cette  raison,  on  peut  négliger  cy  vis-à-vis  de  x,  et  p  vis-à-vis  de  z,  dans 
le  binôme  {j^  —  u)'-\-'{z  —  p)-,  et  dans  le  radical  \l[a'  —  cy)-H-(c  —  p)^ 
toutes  les  fois  que  ce  radical  ne  se  trouve  pas  sous  le  signe  sin  ou  cos. 
En  opérant  ainsi,  et  faisant,  pour  abréger, 

(»49)  V^-  4-  iï2  —  r, 

puis  supposant,  comme  dans  le  Mémoire  (p.  72), 
(i5o)  G=/       I     F{Wfp)dtsdpf 

on  trouvera  définitivement 

OEnvres </e  C.  —  S.  I,  1. 1.  3 1 
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Lorsque  le  temps  /  devient  considérable,  l'intégrale 


ff 

obtient  une  valeur  très  petite;  d*oii  il  résulte  que  la  formule  {i5i)  se 
réduit  sensiblement  à 

Si,  de  plus,  l'arc 

(i54)  ^'' 


est  très  peu  différent  de  l'arc 

pour  toutes  les  valeurs  de  ci  et  de  p  qui  ne  font  pas  évanouir  la  fonc- 
tion F(ct,  p),  on  aura,  à  très  peu  près. 


r 


Cette  dernière  équation,  quand  on  y  remplace  r  par  x,  coïncide  préci- 
sément avec  celle  que  l'on  obtient  en  substituant,  dans  la  formule  (G2 
de  la  troisième  Partie,  la  valeur  de  E  tirée  de  l'équation  ((>9).  Si  le 
temps  n'était  pas  assez  considérable  pour  que  l'intégrale  (ï52)  pût  être 
négligée,  on  trouverait,  au  lieu  de  la  formule  (i55). 


« 


r,    /T.gyd  r\j.  et^coso        gi^cos^ex     *    ., 

(i56)< 

^  '     I  1:  i 

«  //r'*}*  co«i\" 
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Les  formules  (i55)  et  (i56)  suffisent  à  la  détermination  des  premières 
ondes  dont  le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 
Lorsque,  le  temps  venant  à  croître,  le  rapport 


obtient  des  valeurs  très  grandes  et  sensiblement  différentes  les  unes 
des  autres,  pour  les  diverses  valeurs  de  ci  et  de  p  comprises  entre  les 
limites  entre  lesquelles  la  fonction  F(cj,  p)  cesse  de  s'évanouir,  il  n'est 
plus  permis  de  substituer  à  ce  rapport,  sous  le  signe  sin  ou  cos,  la  frac- 
tion ^-  Mais  on  peut  alors  déduire  de  l'équation  (i53)  une  valeur 

fort  simple  et  très  approchée  de  la  variable  y^  à  l'aide  des  considéra- 
tions suivantes. 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(iS;)  _  ^  =  —  J,     *C0SÔ  =  *  — a, 

et 

(.58)  f(,x)  =  [sin(*-p)-f-cos(*-a)]-^ i^, 


on  trouvera 


(-S)" 


c 
=:/      [sin(5-fx)  +  C0S(j-fz)]-=;        /  d(l 

I       r'   ,    ,  (la. 


De  plus,  on  aura  évidemment 

•^0  ,,2  Jn  ..3  t/./-  ..î 


3i. 
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Or,  la  quantité  s  étant  par  hypothèse  très  considérable,  il  en  résulte  que 
la  fraction 


(-sf 


se  réduira  sensiblement  à  Tunité,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  com- 
prises entre  les  limites  o,  \x,  et  que  Tintégrale 


diflerera  très  peu  de  la  suivante 

l6l)  I      [Sifl   ,-y.    -rCOS^l-a)]-^. 

D'autre  part,  comme,  en  posant  a=  —  ^  dans  les  formules    5    de  la 
Note  III,  on  en  tire 


^,63)  /     co^u-j^         sm;x— =  (-) 


I 


IX  •  a 


/»« 


iG/f)  /     [sin  5- y.;  ^  cos>  -  wj-^  ^  >;:)'  sin5, 

nous  devons  conclure  que  l'intégrale  (i6i)  est  sensiblement  équivalente 
au  produit 

(•îTr)^  sin*. 
Quant  à  l'intégrale 

elle  vérifie  les  deux  équations 


(Î6 


i     /*■    ,      d'J.        r       \.    ,  du.        r       .        du 


i 


2 
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Gomme  on  aura  d'ailleurs,  à  très  peu  près,  entre  les  limites  [x  =  y 5, 

on  trouvera  encore 

(.67)  r  f(^)^=pf(f.+.)-^^^-r'f(f.)î^. 

En  conséquence,  on  tirera  des  équations  (iGG),  ajoutées  membre  à 
membre, 

Enfin,  comme  on  aura  sans  erreur  sensible,  entre  les  limites  [l  =  y  5, 

;/.  =  ^s  -h  -, 


3 


-  zz=  I,     f[^)  :=  sin  [5-^)4-  cos(5  -  ^),     -\  -i^  -'^, 


et,  entre  les  limites  [x  =  5  —  x,  ja  =  5, 


il  est  clair  que  l'équation  (168)  pourra  être  remplacée  par  la  suivanti^ 

V^  +  ic 


(«69)  /    f(f^)-T  =  — ?   /  [sin(5--fz)  +  cos(5-/x)]rfc/.. 


Donc,  puisque  la  valeur  de^  est  très  considérable,  l'intégrale  (iG5)  se 
réduira  sensiblement  à  zéro;  d'où  il  résulte  que  le  premier  membre  de 
la  formule  (160)  différera  très  peu  de  l'intégrale  (i6f)  et  du  produit 
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t 

Jirz  '  :4in5.  Cela  posé,  la  formule   i5r>   donnera 


•z 


r'f  •  T^'-  ^0^5  \^^  cos5  "I    ^  |,  ., 


f 

170    ' 
/  —  »      '    sinj 


L  s'-  J        %  *  — w  -1-  2-?  * 


«  ^  ' 


OU,  a  1res  peu  près, 


/'  Tsin  '^^'  ^  cos  ^^^  1  cos' 6 


dS 


/  ^  _\  2  •  _./5 


=(^0 


sin-z=== 


6^'  y  ^    X  —  VJ   '  -i-  •^Z  —  G   ' 

En  ayant  égard  à  cette  dernière  équation,  on  tirera  de  la  formule  (i53) 
•:-.      r  =  -^tjA'   f'r-sin   if  ^F^n,,p]d^dp, 


'/* 

' 

j 

4rr*/ 

ou. 

HÎ 

l'on 

fait 

'7'^ 

y 

R==  v.-^  —  w,--h  ,3  —  p  S 


on  aura  simplement 


Il  est  important  de  remarquer  qu'en  vertu  des  formules  (149)  et  (17'i 
r  et  R  désigneront,  au  bout  du  temps  /,  1°  la  distance  horizontale 
du  point  qui  a  pour  coordonnées  x  eiy  li  Torigine  des  coordonnées; 
2"  la  dislance  du  même  point  à  celui  qui  aurait  pour  coordonnées  o 
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6^^ 


et  p.  Ajoutons  que,  le  rapport  ^  ayant  par  hypothèse  une  très  grande 
valeur,  et  le  rapport  —  une  valeur  peu  différente  de  l'unité,  on  pourra. 


S^""  ,,; 


t 


dans  la  formule  (174)»  négliger  le  terme  sinf-=r  vis-à-vis  du  produi 
7|r  cosf^9  et  remplacer  ce  produit  par  le  suivant  : 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trouvera 

Telle  est  l'équation  qui  devra  servir  à  déterminer  le  mouvement  des 

ondes  correspondantes  à  de  très  grandes  valeurs  du  rapport  —-- 
Faisons  maintenant 


mx  -\-pz 


la  quantité  w  restera  très  petite,  et  sera  peu  différente  du  rapport 
jr^'*  pour  toutes  les  valeurs  de  ci  et  de  p,  qui  ne  feront  pas  éva- 
nouir la  fonction  F(ct,  p).  On  aura  d'ailleurs 

(177)  fïT"  7—^ \  =^-l-7^w-i-f— 6)2-1-...; 

et  si,  dans  la  série 

<-«)  fr'Pf. 

le  premier  terme  obtient  seul  une  valeur  considérable,  l'équation  (i  y)) 
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se  réduira  sensiblement  à 

* 

('etle  dernière  équation  convient  encore  aux  ondes  dont  le  mouvement 
est  uniformément  accéléré,  et  peut  être  substituée  avec  avantage  à  la 
formule  ([5:)).  Si  Ton  y  pose 

i8o)  ^_^A-, 

elle  donnera 

il8l  )'--  -      V-T*'^   C0S-. 

Par  suite,  les  sommets  des  ondes  que  nous  avons  considérées  dans  la 
troisième  Partie  du  Mémoire  (Section  II,  n"  7)  correspondront,  pour 
des  valeurs  considérables  de  X*,  aux  diverses  racines  de  l'équation 

^    .  r/(A3  cos-lÂl  k      G 

i8a) j,    '    -=o,     ou     lang     =7» 

dk  ï       k 

les(juelles  coïncideront  à  très  peu  près  avec  celles  de  l'équation  (70)  du 
numéro  cité. 

Lorsque,  dans  la  série  (178),  le  second  terme  ^-j  acquiert  une  valeur 

très  fçrande,  et  comparable,  par  exemple,  à  la  moindre  valeur  du  rap- 
port -9  l'équation  (179)  devient  inexacte,  et  l'on  est  obligé  de  recou- 
rir à  la  formule  (175).  Concevons  que,  dans  la  même  bypotlièse,  on 
attribue  à  /  une  valeur  constante,  et  que  l'on  fasse  varier  x,  v  de  quan- 
tités Ar,  Ay  assez  petites  pour  que  l'accroissement  correspondant  der, 
savoir,  Ar,  ne  dépasse  pas  la  fraction 

;,83)  .^]^=,^, 


La  diminution  correspondante  de  l'arc 

4R       ^[r-^)j 
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différera  très  peu  de  ^^  AR,  ou  même  du  produit 


4r» 


^r 


compris  entre  les  limites  o,  21:;  et,  pendant  que  ce  produit  passera  de 
la  première  limite  à  la  seconde,  l'ordonnée^,  déterminée  par  l'équa- 
tion (175),  obtiendra  diverses  valeurs,  les  unes  positives,  les  autres 
négatives,  dont  la  plus  grande  sera 


(.84) 


On  doit  en  conclure  qu'à  l'époque  dont  il  s'agit  la  surface  du  liquide  se 
trouvera  coupée  dans  un  espace  fini  par  une  multitude  de  sillons  très 
rapprochés  les  uns  des  autres.  La  largeur  de  chaque  sillon,  comptée 
suivant  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  de  la  surface  liquide  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  sera  précisément  équivalente  à  la  fraction  très 
petite 


9.7r 


tandis  que  la  plus  grande  élévation  et  le  plus  grand  abaissement  d'un 
sillon  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  horizontal  des  x,  z  auront  pour 
mesure  commune  le  second  membre  de  l'équation  (i84).  Les  sommets 
des  divers  sillons  auront  donc  pour  ordonnées  des  valeurs  de  y  four- 
nies par  l'équation  (i84);  et,  comme  ces  ordonnées  répondront  à  des 

valeurs  déterminées  du  rapport  ^>  il  est  clair  que,  si  le  temps  vient 

à  croître,  la  valeur  de  r  relative  à  chaque  sommet  croîtra  proportion- 
nellement à  /^.  Le  mouvement  de  chaque  sillon,  dans  le  sens  du  rayon 
vecteur  r,  sera  donc  uniformément  accéléré.  Ajoutons  que  la  surface 
du  liquide,  prise  dans  une  étendue  sensible,  paraîtra  plus  ou  moins 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  I.  Si 
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élevée  au-dessus  du  plan  des  x,  :;,  suivant  que  les  hauteurs  des  sillons 
compris  dans  cette  étendue  seront  plus  ou  moins  considérables,  c'est- 
à-dire,  suivant  que  les  valeurs  de  v,  fournies  par  Téquation  (i84), 
seront  plus  ou  moins  grandes.  C'est  donc  à  cette  équation  qu'ij  faudra 
recourir  pour  déterminer,  dans  une  étendue  finie,  le  gonflement  ou  la 
dépression  apparente  de  la  surface  liquide,  ou,  en  d'autres  termes,  pour 
fixer  le  nombre  et  les  hauteurs  des  ondes  que  présentera  cette  même 
surface.  Cela  posé,  les  sommets  des  différentes  ondes  coïncideront  sen- 
siblement avec  les  sommets  des  sillons  les  plus  saillants,  et  auront  pour 
ordonnées  les  valeurs  maxima  de  la  fonction  qui  compose  le  second 
membre  de  la  formule  (184)»  tandis  que  les  points  les  plus  bas  des  dif- 
férentes ondes,  toujours  situés,  ou  dans  le  plan  des  x,  :;,  ou  au-dessus, 
se  confondront  à  peu  près  avec  les  sommets  des  sillons  les  moins 
saillants,  et  auront  pour  ordonnées  les  valeurs  minima  ou  les  valeurs 
nulles  de  la  même  fonction. 

Dans  rhypothèse  que  nous  venons  d'admettre,  c'est-à-dire,  lorsque 

y—^  acquiert  une  valeur  très  grande  et  au  moins  comparable  à  celle  du 

rapport  -»  le  second  terme  du  développement  de  Çg»  savoir,  ^-7' 

obtient  une  valeur  sensible.  Si  Ton  suppose  d'ailleurs  que  le  troisième 
terme  de  ce  développement  conserve  une  valeur  très  petite,  on  aura,  à 
très  peu  près, 

'     ^  4R        4r  ^   4r2  ' 

puis,  en  désignant  par  2a  la  plus  grande  dimension  de  la  portion  de 
surface  liquide  que  l'on  a  soulevée  ou  déprimée  à  l'origine  du  mouve- 
ment, et  faisant  pour  abréger 

on  trouvera 

(.87)  f|=^('-^")- 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  les  équations  (i  75)  et  (i84)  devien- 
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dront 

—  sin —  /•     /      sin— i^ Î-— ^F(tjj,  pjacyaph 


et 


('89)  {  '  1 

De  plus,  si  l'on  appelle  6  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  r  avec  l'axe 
des  Xf  on  aura  évidemment 

(190)  j:  =  rcos9,    j=:rsin9; 

de  sorte  que  l'équation  (189)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 

Si,  dans  celle-ci,  on  substitue  pour  r  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (186), 
savoir, 

(.9.)  '•-^Vv' 

et  si  l'on  fait,  en  outre, 

U=  1       /      cos ¥{ra,p)dtsdp\ 


I 
3^. 
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on  trouvera  définitivement 

Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer  les  sommets  et  les 
points  les  plus  bas  des  diverses  ondes  que  présente,  au  bout  du  temps/, 
la  surface  liquide,  dans  un  plan  vertical  mené  par  l'origine  des  coor- 
données, et  correspondant  à  une  valeur  fixe  de  l'angle  0.  Il  faudra 
chercher  les  valeurs  de  la  variable  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la 
variable  u,  pour  lesquelles  le  second  membre  de  l'équation  (194)  de- 
viendra un  maximum  ou  un  minimum.  En  d'autres  termes,  il  faudra 
chercher  les  valeurs  de  u  propres  à  vérifier  la  formule 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (192)  et  (i94),  on  en 
déduira  :  1^  les  distances  horizontales  de  l'origine  aux  points  les  plus 
élevés  ou  les  plus  bas  des  différentes  ondes;  2^  les  ordonnées  de  ces 
mêmes  points.  Ajoutons  que,  si  le  temps  vient  à  croître,  le  rayon  vec- 
teur r,  correspondant  au  sommet  de  chaque  onde,  croîtra,  en  vertu  de 
l'équation  (192),  proportionnellement  au  temps;  d'où  il  résulte  que, 
dans  le  sens  de  ce  rayon  vecteur,  le  mouvement  de  chaque  onde  sera 
uniforme.  Remarquons  enfin  que  les  diverses  valeurs  de  u,  tirées  de  la 
formule  (195),  et  substituées  dans  la  formule  (192),  fourniront,  entre 
les  coordonnées  polaires  r  et  0,  des  équations  qui  appartiendront  aux 
courbes  figurées,  soit  en  creux,  soit  en  relief,  par  les  diflerentes  ondes, 
autour  de  l'origine  des  coordonnées. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  portion  de  surface  liquide,  primitive- 
ment soulevée  ou  déprimée,  se  trouve  divisée  en  deux  parties  symé- 
triques par  le  plan  vertical  des  a?,  y^  et  par  le  plan  vertical  des  y,  z, 
on  a 

(196)  F(gj,p^  —  F(— Bj,p)  =  F(cj,  —  p)  —  F(  — GJ,  —  p), 
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et  par  suite 

I       I       sin-^ F(i;y,p)c/cTap  =  o, 

I       I      cos-i ^- i  F(tar,p)rftijap 

/**    r*        uwcosÔ         L>psin9  „,        X  f    j 
=  1       I      cos cos-5- F(Gj,p)acjap. 

Dans  la  même  hypothèse,  les  formules  (iqS),  (194)  et  (kjS)  se  ré- 
duisent à 

(«97)         ^"^      j      J      ^^^ s — cos^-^-^— F(iîj,p)rfiîjrfp         , 

^'^)^==V(^    .^jl^j  J^^cos-^^cos-£^-F,«,,p)rf«,rfpJ  j  , 

a   L»-*  /       /      cos cos-î F(nj,  pjacjap 

(-99)         au =='^- 

La  dernière  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 

l          r*    r*  •%       u(©cos9H-psin0)  ^,        .  ,     , 
lo=/       /     |cos-^ 'Y[xn,p]dmdp 

(100)  \ 

i\              ^«    f  u(tijcos9  4-psmô)    .    u(njcos9^-psin0)  p,       .,     . 
-/     J      -^ ^ ^sm-^ ^ 'V[m,p]dxs(Ip. 

On  doit  observer  en  outre  que,  si  Téquation 

/       X                 /»-/»•        ucTCOsO        upsin©-,,        .   ,     , 
(:xoi)  /       I      cos cos-î- F(cy,  p)  «TDap  — o 

a  des  racines  réelles,  les  valeurs  minima  du  produit  Uv^  deviendront 
nulles,  et  correspondront  précisément  aux  racines  réelles  dont  il  s'agit. 
Enfin,  si,  dans  la  formule  (192),  on  substitue  les  valeurs  de  u  tirées 
des  formules  (200)  et  (201),  on  obtiendra  les  équations  en  coordonnées 
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polaires  des  courbes  figurées  en  creux  ou  en  relief  par  les  différentes 
ondes. 

On  p.eut  faciliter,  dans  certains  cas,  l'évaluation  des  intégrales  dou- 
bles que  renferment  les  formules  précédentes,  en  substituant  à  l'une 
des  variables  ct  et  p  la  variable  <o  déterminée  par  l'équation 

,  '20?.  j  fii  =1 i--  :=  BJ  COS  0  -h  p  Sm  0. 

Ainsi,  par  exemple,  en  opérant  de  cette  manière,  on  trouvera,  au  lieu 
de  la  formule  (198), 


On  pourrait  encore  considérer  les  variables  ct  et  p  comme  représentant 
des  coordonnées  rectangulaires,  et  leur  substituer  des  coordonnées 
polaires  5,  t,  assujetties  à  vérifier  les  équations 

9.o4  m^-s  coszy    p  =  5sinT. 

On  trouverait  alors 


5  =r  ^Bj-  -h  p-*,    tjjcos0  4-  p  slnO  — ^  cos(7  —  0), 

n   r*        j'OTCOsO-f-psinô)  ..,        .  ,     , 
/       I     cos-^ r  (tïi,p)  a?sjap 

=:    /         /        COS ^^ ^  F(JC0ST,  5SmT)-  5tf5aT, 


1  la  valeur  de  y  deviendrait 


\'^  1       Y     ^[\    r    C  î^SCOST-0^.  .       .       ,-T( 

^—      ,    ,A    y*        /      ;      COS ^ Fi5COS^,5smT  srf^rfr 

TT    Wgl'J  (LJ,     J^  OC  '  J    ! 

Lorsque  le  volume  de  fluide  primitivement  soulevé  ou  déprimé  est 
terminé  par  une  surface  de  révolution  dont  la  génératrice  a  pour  équa- 
tion y  =-f{oc),  on  a  simplement 
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en  sorte  que  la  formule  (aoS)  se  réduit  à 


( 


Si  la  base  du  même  volume,  dans  le  plan  des  x,  z,  se  confond  avec  le 
cercle  qui  a  pour  équation 

(107)  x^-h  z^  =  oc^, 

les  intégrations  relatives  aux  variables  ^  et  t  devront  être  effectuées 
entre  les  limites 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  limites 

5  =  0,    5  =  a;     r^=B,    r-=r-  0  -h  in; 

et,  en  faisant,  pour  abréger, 

COS(t  —  0)=r.^, 

on  trouvera 

X=  —  1     ^     ,^1     •-'  /       1      COS — -fissds 


(108) 


Cette  dernière  valeur  dey  étant  indépendante  de  l'angle  6,  il  en  résulte 
que,  dans  l'hypothèse  admise,  les  courbes  qui  marqueront  les  sommi- 
tés et  les  points  les  plus  bas  des  différentes  ondes  se  réduiront  à  des 
cercles  concentriques. 

Dans  la  même  hypothèse,  on  tirera  de  l'équation  (2o3) 
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l'intégration  relative  à  tj  devant  être  effectuée  entre  les  limites 


l'iio)       fs=^(ù  cosO  —  sinO  ^a'-^  —  oi^,    ©  =  «  cos0  -h  sinO  ^a^  — 6)^, 
et  l'intégration  relative  à  w  entre  les  limites 

(  '.u  I  ;  w  =  —  a,     CD  =1  -h  a. 

Si  l'on  fait  d'ailleurs 

(219.^  a)  =  av    et    GJ  — ■  w  cosÇ  =  a/ji  sInS, 

l'équation  (209)  se  trouvera  réduite  à 


''     ^'"^(^^)''i     f^'^f^^OSivv]  f{a^iJi^-^v^)di.dy\    j   , 


ou,  re  qui  revient  au  même,  à 


~N^    N  j    cos(uv)/(a^^^-f-y^)rf/xrfvJ    j    . 


On  peut  remarquer  que  la  formule  (21 3)  coïncide  avec  celle  que  l'on 
déduirait  de  l'équation  (198)  en  posant 

Ajoutons  que,  pour  tirer  les  formules  (  208)  et  (214)  de  l'équation  (ig^l* 
il  suffit  de  prendre  successivement 


•1  /il 


[-n'y  \j:^±:ia^C  f  cos  [v^s]  J  [as]  s  ds -Jk=, 

«'t 

I  /    cos[vv]  fiac^ix^ -h  v^)dfidy, 

0  VÙ 


1 
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les  signes  des  seconds  membres  étant  choisis  de  manière  que  la  quan- 
tité U  soit  positive. 

Lorsque  la  fonction  /  est  entière,  on  peut  effectuer  immédiatement 
dans  réquation(2i5)  l'intégration  relative  à  s,  etdansla  formule  (2i()), 
l'intégration  relative  à  |x.  Concevons,  par  exemple,  que  le  mouvement 
ait  été  produit  par  l'immersion  d'un  solide  de  révolution,  et  que  ce 
solide  se  réduise  à  un  cylindre,  à  un  cône,  ou  à  un  paraboloîde  dont 
la  génératrice  soit  représentée  par  l'une  des  trois  équations 

On  trouvera,  pour  le  cylindre, 

(îi8)  U  =  dz4a2/|  i  {i  —  v^fcos(vv)dv; 

m 

pour  le  cône, 

/(«  s/fx*-l-v'-)  =-h{i-  ^iiM=T5), 
[lia]      V  =  ±2»^hf  \{i-i,^f+-l('~\^Z:]\  COs(w)</v; 

et,  pour  le  paraboloîde, 

f{x^l]I^T7^)  =  -h(^-lJL^^-v'-), 

(Mo)  U=:±f«ïA/      (l-V*)-'  COS(uv)rfv. 

On  développera  facilement  ces  valeurs  de  U  en  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u.  En  effet,  pour  y 
parvenir,  il  suffira  de  remplacer  cos(^jv)  par  la  série 


I  — 


U2^2  y»y» 


1.2  1.2.3.4 


•    •    .   • 


Après  ce  remplacement,  on  pourra  effectuer  les  intégrations  relatives 
à  V  entre  les  limites  v  =  o,  v  =  i;  et  Ton  obtiendra  ensuite  les  points 

OP.uvres  de  C.  -  S.  I,  t.  I.  33 
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les  plus  bas  et  les  sommets  des  différentes  ondes,  à  l'aide  des  équations 


(20.1) 


U  =  o;     et 


d{vJ) 


du 


=^  o. 


Si  Ton  emploie  en  particulière  valeur  de  U  donnée  par  l'équation  (220), 
on  sera  conduit  aux  résultats  que  M.  Poisson  a  obtenus  dans  son  second 
Mémoire  sur  les  ondes.  Mais,  si  l'on  part  des  équations  (218)  et  (219), 
on  obtiendra  des  résultats  différents.  Par  conséquent,  la  forme  du  solide 
immergé  influç  nécessairement  sur  les  hauteurs  et  les  vitesses  des  ondes 
dont  le  mouvement  est  uniforme. 

Si,  au  lieu  de  la  formule  (21G),  on  emploie  la  formule  (2i5),  on 
pourra  immédiatement  développer  son  second  membre  en  une  série 
convergente  dont  les  différents  termes  se. réduisent  à  des  intégrales 
simples.  En  effet,  si  l'on  a  égard  aux  équations 


(  'Xll  ) 

et 

(223) 


COSiusC]  =  I =-  -] —y 

I  .  '2  I  .  '2  .  5  .  4 


0  ^i  —  Ç'    Jq 


1 . 9. . 3 . .  .[in 


t: 


(i  .'2.3.  .  .nf-   '2-«^« 


la  formule  (21 5)  donnera 


L 


(^^4) 


On  aura  d'ailleurs,  pour  le  cylindre, 


f  a*  I   — 


)  ^  -  A,       f  s- 


«+ir/5-- 


et  par  suite 


2>,5        L  == 


itrTra'Vjr 


'2/1 


I  [W]-  ,   I   (^-^1'       I 


'&-Y 


3  (1.9.)^        4  (1.7.. 3)2 


•NOTE   XVI.  259 

pour  le  cône, 

et,  pour  le  paraboloïde  de  révolution, 


['in-hi){in  -+-4) 


^      "  L1.2       a.i       1  J.4  (i.ï)-        4-5  (1.2.3)*  J 


Si  l'on  considérait  le  solide  de  révolution  engendré  par  la  parabole 
tangente  à  l'axe  des  x,  et  à  laquelle  appartient  Téquation 


on  trouverait 


-'■H 


r=-«l'-rl  ' 


t  .28)  L  _  ±4 r«  A  [^^3^  -  P^ -^ -1- g^  ^^  -  g^^  ^^^^  + . . . J . 

Enfin,  si  l'on  considérait  le  solide  engendré  par  la  révolution  de  la 
parabole  du  troisième  degré,  à  laquelle  appartient  l'équation 


^  =  _A(,  +  ,f)(,-î) 


2 
1 


on  trouverait 

/(a5)  =  —  A(i  — 35-^  +  253), 

f   52«-»-'(l-352-+-253)£/5=- ^-^- p-, 

Jo  (2«-+-2jt2/l-f-4)(2/l-h5) 


33. 
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En  général,  toutes  les  fois  que /(a:)  sera  une  fonction  entière  de  x,  on 
obtiendra  immédiatement  la  valeur  de  l'intégrale 

(23o)  f  s'-''^*f{as]ds, 

en  remplaçant,  dans  le  développement  du  produit  s^''^*/{aLs),  les  puis- 
sances f*''-*-*,5^"'^*,5^''^', ...  par  les  fractions » 5» 7'  •••• 

*^  an-ha    a«-+-3    2/H-4 

Au  reste,  la  valeur  de  l'intégrale  (aSo)  peut  quelquefois  s'obtenir  en 
termes  finis,  dans  des  cas  où  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice  n'est 
pas  une  fonction  entière  de  x.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si 
l'on  détermine  cette  ordonnée  au  moyen  de  l'équation 


e 


e«—  I 


On  trouvera,  dans  cette  hypothèse, 


flots)  =r  —  A > 


/•*e«(*-'î— I    ,„^,  ,        i.!x.3...(aii-hi)r  ^  a       «2  ^2if+î         1 

I     xî«"*"*  as  ■=. ■ -  \  e^ I •  •  • 1 1 

J^       e*»— i  (e«— i)û=^«^^    L  ï        i-^  i.2.3...(2/i-ha)J 

^     '  (<?**— O^LV  "     ï-v     ï-2\  1     1.2     1.2.3     1.2.3.4/ \fl«/ 

On  peut  remarquer  que  l'équation  (23i)  se  réduit  à  l'équation  (326), 
dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  a  =  o. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  U  donnée  par  la  formule  (224)  dans  les 
équations  (221)  qui  déterminent  les  points  les  plus  bas  et  les  plus 
élevés  des  différentes  ondes,  ces  équations  deviendront  respectivement 


.*•  ■• 
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iU 


et 


(a33) 


^f\f(ccs]ds-T{iy  (^"^  J' s^  fi»s)  ds 


II 


(t^)'(ï)'X*'-^^**^'''~---^"- 


Ces  dernières  se  réduiront  en  particulier,  pour  le  cylindre,  à 


{a34) 


1       1 


3-^ 


7  4 

1 


lu» 


1 

{i««)» 

3 

[  I 

(i.^)^ 
(^«)» 

4     (1.2.3)2 

I5  o^-]» 


(^^) 


5      (1.2.3.4)2 

19  (^2)1 


I  3    (1.2)2         4    (i.2.3j2  ^    5    (1.2.3.4)2 


pour  le  cône,  à 


(235) 


I 

2.3 
!    2.3 


I  {l^î» 


4.5 


10.11  (1.2.3.4)2 
19        (iu')« 


4.5    I         G. 7  (1.2)2      8.9  (1.2. 3)2       10. II    1.2.3.4 


7  i»'* 


I 

(i 

.»;» 

I 

du'-)' 

6.7 

{' 

•^)* 

8.9 

(i.a.3)» 

I  I 

(1 

u»)» 

i5 

(lu'')» 

irz:  0 


-4-  ...=::  O; 


—  .  .  .-^-  t) 


-r  —  ...^^  o: 


pour  le  paraboloïde,  à 


(236) 


I 
1.2 


3 


2.3    I 


7  i«* 


'  (i 

u*)» 

34  {• 

1 

-•  (1 

Z;2)2 

5.6  (1.2.3.4)2 

19         (|U2)» 


1.2       2.3     I         3.4  (1.^)-       4.5  (i.2.ij2       S.iy  (1.2.3.4)2 


1 

[WV 

4.5 

(..3.3)^ 

i5 

(^«)» 

(i"») 


0 


o; 


enfin,  pour  le  solide  engendré  par  la  révolution  d*une  parabole  qui 
touche  Taxe  des  x^  à 


/      I 


(237) 


W 


2.3.4     4'^*^    ' 


1l,2 


2.3.4     îTsTti    I 


(iu»)^ 


U'^'')^ 


6.7.8(1,3)»        8.9.10  (1. a. H)« 

du»)' 


10.  II  .  12    (1.2.3.4)^ 


—  .  .  .  -  -  O 


I  I 


6.7.8  (1.2)2 

'9 


l5  ({l>2)3 

8.9. 10  (1.2. 3)2 


10.  II  .  12    (1.2.3.4]^ 


—  .  .  .  -z:  O 
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Km  déterminant  les  premières  racines  de  ces  diverses  équations,  on 
reconnaîtra  que  les  valeurs  de  ju^  et  de  u,  correspondantes  aux  sommets 
des  deux  premières  ondes,  sont  respectivement 

ÎjU' =   1,1727 ,     L>  =  a,i658. 
jV'=   7,364  ..,       'j=  5,427.. 

(  {:>2=:   2,1399...,     î>—   ^,9*^57. 

pour  le  cône l 

{\u^  =  ji,S^^..,,       v=  6,897.. 

Ijv^  =^    1,8622...,     1;=:   2,7292. 
1:^^  =  10,968...,       -j  =  6,624.. 

pour  le  solide  engendré  par  la  ré-  /  j  ^2  ^  3  ^  ^825 . . . ,    u  =  3 ,  732 . . 
volutiond*une  parabole  tangente  \ 
à  Taxe  des  X (  i^'  =^9«59>. . .,      ^  =  10,880. . 

Ou  trouvera  de  même  que  les  valeurs  de  |u*  et  deu,  correspondantes  au 
point  de  passage  de  la  première  onde  à  la  deuxième,  sont  respectivement 

pour  le  cylindre {1;^=:  3,6704...,    «»  =  3,83i6. . ., 

pour  le  cône ^\j^=^  8,6563...,     «w»  ^^5,8843.. ., 

pour  le  paraboloYde |i»-=  6,5936.    .,     u^5,i356..., 

pour  le  solide  engendré  par  la  ré-  i 

volution  d'une  parabole  tangente  .  xl>*-*  =  19,8704. . .,    •«>  =  8,9162 

à  Taxe  des  x ) 

Il  importe  d'observer  que  la  dernière  valeur  de  u,  étant  fournie  pr  la 
seconde  des  équations  (237)  et  non  par  la  première,  indique  un  point 
de  passage  élevé  au-dessus  du  niveau  naturel  de  la  surface  liquide. 

Si  l'on  \oulait  calculer  non  seulement  la  première  ou  les  deux  pre- 
mières racines  de  chaque  équation,  mais  encore  la  troisième*  la  qua- 
trième, etc.,  il  faudrait  conserver  dans  chaque  série  un  grand  nombre 
de  termes,  et  les  calculs  deviendraient  fort  longs.  Toutefois  on  poorraît 
les  abréger  en  faisant  usage  de  logarithmes,  et  prenant  pour  ^^leor^ 
approchées  de  ^v-  des  nombres  dont  les  logarithmes  fuNsenl  Irv^ 
simples.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  veut  obtenir  les  Irws  p!.::>  pi-f:^ie!> 
racines  de  la  première  des  équations  (23G),  on  obserrera  c-^*  dan^ 
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cette  équation  mise  sous  la  forme 

'     2.3\4J^(«-^)».3.4\4i      [i.-x.zy-.^Au 

{ 23o )       < 

"^(i.a.3.4)*.5.6V4/        ■■-°' 

les  coefficients  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  etc., 
enfin  de  la  dix-septième  puissance  de  yi  ont  pour  logarithmes  des 
nombres  dont  les  parties  décimales  sont  respectivement 

5ï'ï87874,  61978875,  4i^%749>  o63486^5,  5 194 1820, 

838 1 7696 ,  o388364 1 ,  1 3574642 ,  1 4o  1 1 1 ^3 ,  0509C1998 , 

90559394,  68028466,  39025005,  o4ooo2o3,  63346185, 

17406936,  66486684; 

et,  à  l'aide  de  ces  logarithmes,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  trois 
plus  petites  valeurs  de  y-y  propres  à  vérifier  Téquation  (aSB),  sont 
comprises,  la  première,  entre  les  nombres 

,oo.8i  —  6,4565. . .     el    io««2  =  6,6069. . . 

qui,  substitués  dans  le  premier  membre,  fournissent  deux  résultats  de 

signes  contraires,  savoir,  -h  0,00667  ^^  —  o,ooo53;  la  seconde  entre 

les  nombres 

lo'"-' =r  17,3780. . .     et     10*'^"»  =  17,7827. .  . 

auxquels  correspondent  encore  deux  résultats  de  signes  contraires, 
savoir,  —0,00264  et  -ho,ooo5;  enfin  la  troisième  entre  les  nombres 

,Ol.525  —  33,496.  .  .        el       IO«'55  =  35,481  .  .  . 

dont  la  substitution  fournit  les  deux  résultats  do  signes  contraires 
-Ho,ooo5  et  —  o,oo38.  En  poussant  plus  loin  l'approximation,  on 
trouvera  pour  les  valeurs  approchées  de  |u*  correspondantes  aux  trois 
premières  racines  de  l'équation  (238) 

j^2  ^  y  2  .^2 

-^  rr:  6,5936.  .  .,       -7-1=17,72...,       -7- =  33,69.  .  . , 
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et  pour  ces  racines  elles-mêmes, 


u  =  5,1 356...,     i»=^8,4^...,     i;  =  ii,6i.... 

Apres  avoir  calculé  les  racines  des  équations  (334)f  (235),  (aSG). 
(237),  il  ne  restera  plus  qu'à  les  substituer  dans  les  formules  (1921 
et  (194).  pour  obtenir  les  valeurs  de  r  et  de  j  relatives  aux  sommets  et 
aux  points  les  plus  bas  des  différentes  ondes.  En  opérant  de  cette  ma- 
nière, on  s'assurera  que  les  valeurs  de  ret  de  j  relatives  au  sommet  de 
la  première  onde,  au  point  de  passage  de  la  première  à  la  deuxième,  et 
au  sommet  de  la  deuxième  onde,  sont  respectivement 


pour  le  cylindre 


r  =  o ,  3397 . . . 
r  =  o ,  2554 . . . 
r  =  o ,  ^  1 46 . . . 


pour  le  cône 


/•r=  0,2923. . . 
r  ^=  o ,  206 1 . . . 


pour  le  paraboloïde 


r  =  o ,  3026 . . . 
/•z=  0,2206. . . 

r=r  0,1942. . . 


pour  le  solide  engendré 
par  la  révolution  d*une 
parabole  tangente  à  Taxe 
des  X 


r  :3zr  o ,  2588 . . . 


r.^  0,167^. . . 


r-^Q^  i5i5. . . 


V^,    7==  2, 333... A  ^^j 


v^ê«»   r=o 


\^y  r=^''^7o...A(~ij  ; 


■Af) 


\!s<*^  r = o . 


NOTE  XVI.  2li5 

La  règle  par  laquelle  on  détermine  le  reste  de  la  série  de  Taylor 
suffit  pour  montrer  que  la  somme  de  la  série,  qui  forme  le  développe- 
ment de  cos(\j^J^)  dans  Téquation  (222),  est  comprise  entre  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  cette  série,  et  la  quantité  à  laquelle  se  réduit 
la  même  somme,  quand  on  change  le  signe  du  n'*""  terme.  Or  il  est  clair 
que  les  séries  (334)f  (235),  (236),  (237),  jouiront  de  la  même  pro- 
priété, et  qu'on  pourra  en  dire  autant  des  séries  (232)  et  (233),  toutes 
les  fois  que  la  fonction  f{^s)  ne  changera  pas  de  signe  entre  les  limites 
s  =  o,  s  =  i.  Cette  remarque  fournit  le  moyen  d'assigner  une  limite 
inférieure  aux  racines  positives  de  chacune  des  équations  (234),  (235), 
(236),  (237),  etc.  Par  exemple,  la  première  des  équations  (237),  ayant 
son  premier  membre  compris  entre  les  limites 

^7374"~4^S^\4/  ^^  ^rX4 "^ 47675 V4/ ' 


ou 


n'admettra  pas  de  racines  positives,  inférieures  à  v^2o  =  4»  47 On 

peut  ajouter,  et  nous  le  prouverons  plus  tard,  que  cette  équation  n'a 
pas  de  racines  réelles. 

L'équation  (21 5),  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  ce  qui  précède 
pour  déterminer  la  valeur  de  U,  peut  être  remplacée  par  plusieurs 
autres  qu'il  est  bon  de  connaître.  D'abord,  si  dans  cette  équation  on 
développe /(a^)  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s,  l'intégration 
relative  à  s  pourra  s'effectuer,  et,  si  l'on  fait 

(-239)  /( «5)  n=  A  H-  B5  -h  C52  4-  05*»  4-  E5*  +  .  .  . , 

on  trouvera 


ix' 


(A  --h  B5  -+-  C52  4-  D5'  -+-  E5»  -h . . . )^  cos(u$5;  ds 
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»*t  par  suite 

2-41 

1 

;»         a-»        ^     J 

rfî 

1 1  — r^ 

De  plus,  si  dans  le  second  membre  de  réquatîoo  {21G;  on  développe 

/(xv';x--f-v^)  suivant  les  puissances  ascendantes  du  radical  \a'-j-v*, 
on  en  tirera 


4*;  j  «•  •     ••• 


cos  it*y  dudy. 


>     t    * 


Pour  faciliter  dans  cette  dernière  la  détermination  des  intégrales  de  la 
forme 


t/i^i 


il  suffira  de  poser 

^  m 

a  désignant  une  constante  arbitraire  et  m  une  nouvelle  variable.  Ëii 
effet,  en  substituant  la  variable  /71  à  la  variable  ;x,  puis  intégrant  par 
parties  entre  des  limites  quelconques,  on  trouvera 


3 


H-i-iJ-.  2/f-f-2 


2/1  -+-  2 


^/j-H-J.  2/I-+-2 


'2/1 


r \ 4-  ç ^ "I 

r  I  •    (—1)^       j^    r        rf/n  j 

L/n,«  — //i-*/*^'        i.2.'3. .  ./i  ()«"  J  /ir-»(a  — /i|3)J 
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Comme  on  a  d'ailleurs 


J  m^a  -m-')       aj  \m'^  "^  a  -  m-J 


a 


3 


zrr'-l— / 


2 


or  -h  m 
à'  —  m 


am 


const., 


Pintégrale  (243),  prise  entre  des  limites  quelconques,  deviendra 


/' 


f'-Kl 


jUL^-hV*-*)      '      dlf. 


,44)  / 


rt«^îv2/»  +  2 


ri/i-h  2     \  m[a  —  m'Y^^ 


a**^^ni 


(- 


.   I  ,    -  î ,  /  a'  -4-  m 
i)"         1_  Va-— m 


1.2.  ^.../i 


dn" 


i2//-K2 


\  a 


2  \  W  ■«- 1 


2/1-1-2 


2  \  «  +- 1 


(-■] 


.1,-4,  fft^  -+■  m 
a      '       |_  ^  a  —  m 


1.2. ^.../i 


(>a" 


consl 


const. 


Il  reste  à  prendre  cette  intégrale  entre  les  limites  [a  =  o,  [x  =  \/i  — v^, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  limites  m  =  o,  /72  =  a" y^i  — v*-*, 
après  que  Ton  aura  effectué  la  diflerentiation  relative  à  la  quantité  a. 
Or  il  est  clair  qu'on  arrivera  au  même  résultat,  si  Ton  pose,  avant 


cette  différentiation,  m  =  b'\i  —  ^^,  sauf  a  écrire,  après  la  différen- 
tiation,  a  au  lieu  de  b,  et  si  l'on  supprime  en  outre  la  constante  arbi- 
traire. On  trouvera  de  cette  manière 


;4>; 


J»-+-1 


)    *    dl^ 


"  -M-»-î  -.2/1 -H  2 


,_v2/l+2        {_^)"n"^iv 


/l-f-2f     ^,„ 


'•n--''(4^)l! 


,'2 


1  .  2  .  3  .  .  .  /l 


Oa" 


H. 
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ot  Ton  en  conclura 


On  aura  d'autre  part 


0 


l  généralement 


(/x2-+-v2)2/«£/a 


I  <3  I   •  jB  V.) 


4/1 -«-I 

I 


A  l'aide  de  ces  diverses  formules,  on  tirera  de  Téquation  (243) 


NOTE  \V1.  2C9 

puis,  en  intégrant  par  parties  de  manière  à  remplacer  la  fonction 

l[- — ^In"-  )  par  la  fonction  dérivée — ;»  on  trouvera 

V'-V'-"-/  1/(1 -i/»)^ 


+  ^(3  4-  4v2-h  8v»)  -f- . .  .1(1 -v2) 


cos  (uv)  (h 


—  i.2V^ 


(i-V^) 

1         _^W  r'VB   ^      3D   ,  I  /      B      _  ,3D  ,     \ 

sinfuv'ir/v 


J^(..a.3.4^-)+-.] 


I 


v[i-v^)- 


D'ailleurs,  si,  dans  les  équations  (i35)  et  (i36),  on  remplace  [a  par  v, 
et  m  par  l'unité,  elles  donneront 


/    F(v)  cos(uy)  rfy 
(25.)    '  ■      ■ 


;  /■[ 


t,'o      ■-  2  y'  —  I 


1 J —  I  J 


I    F[v)  sin(L>v)  (h 


(■V-) „ 


lil^i] 


puis,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier,  et  posant  successivement 
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<2/î 


F*  /     \ 


{'-v'f 


7  et  F(v) 


,îi«  -I 


(.-V^)^ 


7?  on  obtiendra  les  formules 


I 

•» 


—  v-j 


/'  '  V-'"  sin  >/  ^v  _  _\jvj  /       r* 


■.«  (.._^)/n 


(-.i«'-)' 


,  +  -v-.)    « 


„(._.),: 


•» 


i-f-  -  V  —  M  l  » 


—  V  — I 


(,-v-) 


2«    _(,_î)v^-, 


\  7.  l>  ' 


''  f/v 


>' 


e  ''(h 


V     / \  /  V 


_iv/- 


/ 


^  i        1 


'-u^-'M'-.-u^'-' 


La  seconde  des  deux  équations  qui  précèdent  cesse  d'être  exacte  pour 
une  valeur  nulle  de  n.  Mais,  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  la 
prenjière  par  rapport  à  u,  après  y  avoir  remplacé  n  par  l'unité,  on  en 
conclura  • 


/       SIM 


'JV)  (h  T, 


---  -  H- 

•2 


2  i  — 


.("-ÎV--- 


_(„_r)^, 


,_4_  -  ^Z  — I 


2L>         y         \       'j 


^/; 


.v-)'i  • 


Les  trois  équations  que  nous  venons  d'établir  fournissent  le  moyen  de 
calculer  avec  une  grande  approximation  la  valeur  de  U,  dans  le  cas  où 
la  quantité  u  est  très-considérable.  En  effet,  les  fonctions  que  leurs 
seconds  membres  renferment  sous  le  signe  /,  se  réduisant  sensible- 
ment à  zéro,  avec  le  facteur  e ",  lorsque  la  variable  v  devient  très- 
grande,  ne  conserveront  des  valeurs  appréciables  que  pour  des  valeurs 
finies  de  v,  auxquelles  correspondront,  si  la  quantité  u  est  très-considé- 
rable, des  valeurs  très-petites  du  rapport    •  Or,  toutes  les  fois  que  ce 

rapport  demeure  compris  entre  les  limites  ±1,  les  binômes  de  la 
forme 


(-;>-)"•  (■^r.v'-)' 
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se  développent  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  -•  Après  avoir  substitué  ces  développements 

aux  binômes  dont  il  s*agit,  on  obtiendra  facilement  les  valeurs  des 
intégrales 


(253) 


X 


"v-"  cos(uvl  f/v         r'v^"  sin(uv)  dv 


[,-v-) 


X 


V(l-V2) 


*  / 


l^î^  t 


siniuvl  dv 


•0     v(i  — y^):* 


développées  elles-mêmes  en  séries  dans   lesquelles  les  puissances 

ascendantes  de  -  se  trouveront  multipliées  par  des  expressions  de  la 
forme 


(-i)^+e-(-î)^' 


'1 


jy-' 


e-"* dv=z  -'-"- 


1    3  5 

—  «  — •  «  «- 

n  1  1 


n  —  i    i        (        7r\ 

TT"  cos  h^  —  7 

2  \        4/ 


et 


^H)v^-^,4-nv^- 


1  ^ —  1 


X"-*"* 


-        I   3  5       an-h  I    i    .    /        7r\ 

€~^  a V  nz  —.  —  .  —  ... ^*  e»"  '  " »  • 

lin  1 


7r^  sin  L  -  7  j  ; 


puis,  en  attribuant  successivement  au  nombre  n  les  valeurs  entières  i , 
2,  3,  4»  ^f  •  •  •  6t  ayant  égard  aux  équations 


A=/(o), 


a 


B  =  7/'{o), 


C^f-/"(o% 


D  = 


1  .a 


«• 


1 .2.3 


a 


r(o), 


A-hB4-    C-i-       D-h 


B4-2C-f-     3D-+- 


^  =  7^X4  •^■'("^' 


E 


4E 


i.aC-f-i.3D+     3.4E  + 


i.2.3D  +  :».3.4E 


f.a.3.4E 


..=«*/"(«); 


..=«»/"(«;; 


=  «'/"(«)> 


on  fera  voir  que,  pour  des  valeurs  considérables  de  u,  la  formule  (aSo) 


•>'  M 


zr:i  IILM-IKE  SIR  LA  THÉORIE   DES  ONDES. 

-  -        ~„  3.D     I     •    .    -       ,  1 

-c-i 2'*      o J  -  I   a*  7      o    — I 


-^/.Jlc.^..-J) 


t5 


/**  2 1 f  X    I  i  -  I    ï»i:i  i  j  —  -  I 


[J.  ^n—i        ,  ,      .  iC//5— ai» — 1        .  ^ 

8  -^  128  • 

Io:a4 

zbl.3.5..,f2iï  — 3| — : ( -:  )     Ta. H-      snN'- 


Ajoutons  que  la  formule  (254)  p^ul  être  déduite  directement  de  Véqua- 
lion  ^2iG  .  En  effet,  on  tire  de  cette  équatiou,  en  y  remplaçant  la 

sunéhUt  ;x  par  le  produit  j/.v  i  —  ^^^ 


r,t       r»i 


0    «/v 


'  ,  Mut  'i*n*  l«>  formule!»  (aSî),  (-256),  et  ea  général  loutes  celics  qui  renferment  de$ 
l'j.r.-viAMf  </ij  <)i'4  Jo/'inlhfiu^  d'expressions  imaginaires,  ne  donnent  lieu  à  aucune  difficulté. 
J.'  4.vo>i«  o<  'J  4  'ii|J'/}<'r  Uiujourt)  les  notations 

('A  +-vv/— 1)**  et  /(u-f-^v'— •)» 
y  «ji'rjyiji^iii  iiii<'  <|>i.>o<ji/'  |^>t»lijve  ou  nulle,  et  ^,  v,  des  quantités  qudcoDques,  pour  repré- 
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Si,  de  plus,  on  transforme  l'intégrale  relative  à  v  par  le  moyen  de 
l'équation  (aSi),  l'on  trouvera 


Observons  maintenant  que 'la  différence 

s'évanouit  toutes  les  fois  que  la  valeur  de  (x  est  supérieure  à  la  frac- 
tion ^  et  devient,  dans  le  cas  contraire,  équivalente  a  l'exprès- 

vv-  -h  lé- 
sion 

4 

d'où  il  suit  que  la  dernière  des  intégrales  doubles  comprises  dans  la 

senter  les  expressions  imaginaires 

{ ^*  -H  V*  j"  I  cos  ( a  arc  tang  -  )  -»-  y^-^  sin  ia  arc  tang  -  )  j 


et 

V 

IL 


|/(^*-+-v*) -4- v/~  *  arc  tang -j 


y 

arc  tang-  étant  le  plus  petit  arc  (abstraction  faite  du  signe)  dont  la  tangente  soit  égale  au 
r 

rapport  -  >  et  par  conséquent  un  arc  compris  entre  les  limites  — ^  ?  h-  "  •  Cette  règle,  qui 

suffît  pour  fixer  complètement  le  sens  des  notations  dont  il  s*agit,  et  que  nous  avons  adoptée 
dans  le  Cours  de  l'École  royale  Polytechnique,  est  aussi  celle  que  nous  suivons  dans  le  présent 
Mémoire. 
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formule  [  256  se  rêJuil  à 


/  f    (-5) 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 


•  •     *  e  \  —  > 


Remarquons  en  outre  que,  pi^ur  de  pt^tites  valeurs  du  rapport  -^  le^ 
produits 


e 


(.>— —  -----  »-'J 


sont  équivalents  aux  expr^^Ivr. 


enfin  remplaçons  jt  par  sin  t,  et  nous  reconnaîtrons  que,   pour  d** 
grandes  valeurs  de  v,  la  formule    2^6^  donne  à  Irè^  peu  près 

;  /         V     , —    î  -(*--)v'^     I  ^^  ^1  \~z 

Si,  en  remplaçant  toujours  ;x  par  sinr  dans  la  troisième  des  intégralo 
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doubles  que  renferme  la  formule  (a5G),  on  posait  dans  la  première  de 
ces  intégrales 

[»  -*-  ^  ('  -  f^')  V'^  -  ^  ('  -  1^')]'=  '  -^  ^  ('  ~  /^  sinr)  V^, 
et  dans  la  seconde 

alors,  au  lieu  de  la  formule  (257),  on  obtiendrait  la  suivante 


u  = 


*4     t/o     2  i/—  I 


i-h 


T--      C 


ï^y-')'('^^*^~')(-^r.'=°''"^-') 


\jy'j 


I 


IH ( I -f  sill*T)  V^—  I   I 

2U  J 


X 


/   «^- ; zz— 

I  i-t (n-sin*T)i/— I 


COSt/Zt  r/v 


ii>8;  / 


['-^('-^S»»'-)V^-']" 


X 


r    v(.-fy-.)cos'Tv/-.'] 

/la ^^ I  C0S7  (iz 


r/v 


,   ,    /••   /'«         /(_cost/:IT)-/(--costv/-i) 

^4-  /      /    ye-'-^ — =^ -C0S7  fhfh, 

'^*    Jo      Jo  2V/-1 


Si  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  on  développe, 
I**  les  fonctions 


/  «± 


9. -J  * 


'- et    /(±^^ostv-. 

,  +  sin»T)v'^     J 


35. 


Il  ,4  lixi  iMitM  (lo  In  l'orriir 


iv<tii(  Itm  |)tMt(!iance9  ascendante»  du  rapport 


-vi'  .  ^,.,>:i  M        ""   \      i)    l'I  M'«  (tiiissanccs  négatives  en  séries 
,  .  ,  ^   ^i.A  iii   II  V  |>iii,-vvuiics.  aicfiulantes  de  -»  les  intégrations 

:.Mi    luiuv.ii.ii'in.'in.  i  t';mU'  des  formules 


u 
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produit 

*"-(vfa-)"-(-^") 

se  présentera  sous  la  forme 

(2i/î-hi)(2/î  — i)       //  —  SI  2/1 -M        (/?  — 5i)('/  — i)"]  a»-*/<«-»'{a) 


[(2/î-hl)(2/î  — l)         //  —  SI   2/1 -M  (/?— 5i)('/  — l)"] 

2..{  1  2  1.2  J 


"hl 


4= 
-I) 


r(2/Z-H)(2/y  — 1)(2/?  — 3)         //— 3    (2/l-hl)(2// 

L  2.4.6  I  2.4 

(/y  — 3)(//— 2)  2^-4-1       (//  —  3)(//  —  2)(//  —  f  )"]  g^-»  /^^-»^(a) 

1.2  2  1.2.3  J  4* 

—  3)(2/7— 5)         //— 4    (2/?-hl)(2/l— l)(2/ï— 3) 


•"^•^L  M.6.8 


2.4*6 

(/?  — 4)(/i  — 3)(/?  — 2)(/î— nla"-*/^"-*  la) 


1.3 


.5.7  [ 


'] 


1.2.3.4  J  4* 

(2//-hl)(2/î  —  l)(2/?  —  3)(2/?— 5)(2//  — 7) 

2.4.6.8.10 


2.4.6.8 


(2//-»-l)(2/î  — l)(2/l— 3)(2«~5)(2/7  — 7)...7.5.3    fi'x) 
I.i.5.7...(2/Î — i)  


—   • 


2. {.6.8. 10.. .(2/1  —  2). 2/1  4'* 

Si  Ton  applique  successivement  la  formule  (254)  *^  1^  détermination 
des  valeurs  de  U  relatives  aux  différents  solides  que  nous  avons  déjà 
considérés,  on  en  tirera,  pour  le  cylindre, 

,   .  ,  ^,          aa'A/aTrXML        i->.S\xj}        82768  V.//  J        V        4/ f 

2JQ)  t=rp I —      <  .; 

pour  le  cône, 

,  ^  ,  .,     _^9.a»A  AttXML        ï-^yVv/         32768  Vi*/  j        \        4/    _J7:a*/i 
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pour  le  paraboloïde  de  révolution, 

enfin  pour  le  solide  engendré  par  la  révolution  d'une  parabole  tangente 
à  Taxe  des  x. 

Il  suit  de  l'équation  (354)  que  les  ondes  correspondantes  à  de 
grandes  valeurs  de  u  seront  très  peu  sensibles,  si  la  courbe  généra- 
trice du  solide  immergé  satisfait  à  la  condition 

et  beaucoup  moins  sensibles  encore,  si  la  même  courbe  satisfait  aux 
deux  conditions 

Les  conséquences  géométriques  qui  se  déduisent  de  ces  remarques 
sont  analogues  à  celles  que  nous  avons  tirées  de  la  formule  (81).  On 
peut  d'ailleurs  observer  que  la  condition  (263)  est  remplie  pour  le 
cône  et  le  paraboloïde;  et  la  condition  (2G4),  pour  le  solide  engendré 
par  la  révolution  de  la  parabole  tangente  à  l'axe  des  x. 

En  joignant  à  l'équation  (264)  les  formules  (221),  on  déterminera 
trës-facilement  les  sommets  et  les  points  les  plus  bas  des  différentes 
ondes  correspondantes  à  de  grandes  valeurs  de  u.  Concevons,  par 
exemple,  que  le  solide  immergé  soit  un  paraboloïde.  Dans  ce  cas, 
l'équation  (254)  coïncidant  avec  l'équation  (261),  les  formules  (221) 
deviendront 
(.65)  tang(u-|)  =  -^^.-g(i)+.... 

(a66)  iang(.  +  |)  =  -^^.-i|^(i)  +  .... 
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Si,  dans  Téquation  (265),  on  réduit  le  second  membre  k  ses  deux  pre- 
miers termes,  on  trouvera  pour  les  trois  plus  petites  racines  positives 

t>  zz:  SjI^S-î.  .  .,       J=:8,4'56...,       ^  =  11,6191..     . 

Elles  diffèrent  très-peu,  comme  on  voit,  des  nombres 

Ui=:5,l3...,  u=:8,42...,  L»  =  ll,6r... 

qui  représentent  les  trois  premières  racines  de  l'équation  (238);  et 
même  pour  la  troisième  racine,  la  différence  est  déjà  au-dessous  d'un 
centième. 

On  pourrait  mesurer  le  degré  d'approximation  que  procurent  les 
méthodes  précédentes,  et  assigner  des  limites  entre  lesquelles  se 
trouvent  comprises,  non-seulement  la  valeur  de  U  fournie  par  l'équa- 
tion (258),  mais  encore  les  restes  des  séries  que  renferment  les  équa- 
tions (254)f  (^59),  etc.  Pour  donner  une  idée  de  ce  genre  de  calcul, 
considérons  le  cas  particulier  où  il  s'agit  du  solide  engendré  par  la 
révolution  d'une  parabole  tangente  à  l'axe  des  x.  Dans  ce  cas,  la  for- 
mule (258) donnera 


^nx^/i 


u< 


V»V^     i      Jo     2V/-I  r,^JL(.^«i,..rW/_-7T 


n-  —  (n-sin'T)v'— t  I 
l'j  J 


j= IZ7Û i  COS't/'/t  (h. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  cette  dernière  équation,  l'intégrale 
double  renferme,  sous  les  signes//,  une  fonction  dont  la  valeur  numé- 
rique est  inférieure  au  module  de  l'expression  imaginaire 

- 

V  e-^ = --:^ cos^T. 

['  +  — (•  +  sin»T)v'-. 
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<''t'8t-k-dire,  au  produit 

208)  ve  •' = ; =^p cos«T. 

(lonime  ou  a  d'ailleurs  évidemment 


cl 


il  en  résulte  que  le  produit  (268)  sera  inférieur  à 


K-^à$) 


tf-^COS-T, 


et  la  valeur  numérique  de  l'intégrale  double  ci-dessus  mentionnée  à 


.(■/''(-i^S)'--— '=i("P-f«(:)''^--=(-Aa=^- 


i-h-^W', 


(]elte  valeur  numérique  sera  donc  plus  petite  que  le  produit  l 

et  en  conséquence  la  valeur  de  U,  déterminée  par  la  formule  (267  , 
demeurera  comprise  entre  les  limites 

-'#^* -(-*)(=)']  "  =^4"- ["■-(-*)  0)1- 

On  peut  en  conclure  que  l'équation  U  =  o  n'aura  pas  de  racine  posi- 
tive supérieure  à  celle  de  la  suivante 
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c'èst-a-dire,  au  nombre  2,62...;  et,  comme  la  quantité  U  est  une 
fonction  paire  de  u,  qui  ne  s'évanouira  jamais,  tant  que  la  variable  u 
restera  inférieure  au  nombre  4>47'--  {voir  h  p.  265),  il  est  clair  que, 
dans  l'hypothèse  admise,  l'équation  U=co  n'aura  pas  de  racines  réelles. 
Quant  à  la  seconde  des  équations  (221),  elle  aura,  dans  la  même  hypo- 
thèse, une  infinité  de  racines  positives,  qui  se  confondront  sensible- 
ment, quand  la  variable  u  deviendra  très  grande,  avec  les  racines  de 

l'équation  cos  hj  —  ^  |  =  o. 

Si,  les  troia  conditions 

(^69)  /(«)-o,    /'(a)  =  o,    /"(«:=.  o, 

étant  remplies,  la  quantité /'(o)  conservait  une  valeur  différente  de 
zéro,  chacune  des  équations  (221)  ne  pourrait  avoir  qu'un  nombre  fini 
de  racines,  et  par  suite  il  n'y  aurait  plus  que  quelques  ondes.  Il  en 
sera  de  même,  toutes  les  fois  que,  dans  la  valeur  de  U,  développée 
par  le  moyen  de  la  formule  (254)  en  une  série  ordonnée  suivant  les 

puissances  ascendantes  de  -9  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance 

fractionnaire  de  -  surpassera  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance 

entière,  d'une  quantité  égale  ou  supérieure  a  -• 

Lorsque  la  fonction  /(v)  est  paire,  les  termes,  qui  renferment  les 

puissances  entières  de  -5  disparaissent  de  la  formule  (254);  et,  pour 

de  grandes  valeurs  de  u,  les  équations  (221)  finissent  par  se  réduire 
sensiblement,  l'une  à 

{270)  s\n\^u-^j=o, 

et  l'autre  à 

> 
{171)  COSU-~j=:0. 

De  plus,  on  vérifie  la  formule  (270),  en  posant 

('^7^)  •*;=  fn-H -jr, 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  1. 1.  36 
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n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  la  formule  (^71) t  en 
posant 

On  peut  donc  affirmer  que  les  sommets  des  différentes  ondes  et  leurs 
points  de  passage  se  trouveront  à  la  fin  déterminés  par  les  équations 
(272)  et  (273).  Ajoutons  que  l'équation  (272)  sera  relative  aux  som- 
mets, si,  dans  la  suite 

le  premier  terme  qui  ne  s'évanouit  pas  est  une  dérivée  d'ordre  pair;  et 
que,  dans  le  cas  contraire,  cette  équation  déterminera  les  ordonnées 
des  points  de  passage. 

Avant  de  quitter  la  formule  (254),  nous  ferons  remarquer  que  cette 
formule  se  rapporte  uniquement  au  cas  où  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion/(v)  conservent  des  valeurs  finies,  1*^  pour  v  =  o,  2*^  pour  v  =  i. 
S'il  en  était  autrement,  on  pourrait  recourir  encore  aux  équations  (257; 
et  (258),  puis  développer  leurs  seconds  membres  en  séries  ordonnées 

suivant  les  puissances  entières  ou  fractionnaires  de  -i  et  il  deviendrait 

alors  facile  de  déterminer  les  ondes  correspondantes  à  de  grandes 
valeurs  de  la  variable  u.  Ajoutons  que,  dans  plusieurs  cas,  les  séries 
obtenues  seraient  composées  d'un  nombre  fini  de  termes.  Si  Ton  con- 
sidérait, par  exemple,  les  ondes  produites  par  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion dont  la  génératrice  a  pour  équation 


^7i)  -^^^"''('"î^) 


on  trouverait  /[xs)=:  —  A(r  — ^^)^;  et  par  suite  on  tirerait  de  l'équa- 
tion (237) 


1 


7>  )  U  r=  dz —  I  cos  V sm  ;>  j . 
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Dans  ce  cas,  les  sommets  des  différentes  ondes  correspondraient  aux 
valeurs  positives  de  u  déterminées  par  la  formule 

(^76)  dl  ^ \=:o,     ou     tang;>  — ^_^^,^ 

tandis  que  les  points  de  passage  correspondraient  aux  racines  de 
l'équation 

(•277)  y  cosL»  —  sinL»==  o,     ou     langu  :=  j, 

entièrement  semblable  à  celle  que  fournit,  dans  le  cas  de  deux  dimen- 
sions, un  cylindre  parabolique.  Au  reste,  Téquation  (275)  peut  être 
déduite  immédiatement  de  la  formule  (21G). 

Lorsque  le  solide  immergé  n'est  pas  terminé  par  une  surface  de 
révolution,  alors,  pour  fixer  les  sommets  et  les  points  de  passage  des 
différentes  ondes,  il  faut  recourir,  non  plus  aux  formules  (208)  et 
(2i5),  mais  à  l'une  des  équations  (191),  (198),  (2o3),  (209),  que  l'on 
peut  transformer  elles-mêmes,  à  l'aide  des  équations  ([33),  (r34)»  etc., 
de  manière  à  en  obtenir  d'autres  qui  soient  analogues  à  la  for- 
mule (25G).  L'équation  (2o3)  comprend,  comme  cas  particulier,  celle 
que  M.  Poisson  a  donnée  pour  la  détermination  des  ondes  produites 
par  un  paraboloide  elliptique.  Si  le  solide  immergé  se  réduisait  a  un 
disque,  c'est-à-dire,  à  un  cylindre  ou  à  un  prisme  droit  d'une  hauteur 
très  petite,  en  nommant  h  cette  hauteur,  on  tirerait  de  l'équation  (197) 

(^78)  U  — ±:/</    /  cos cos-^- arsapy 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  la  valeur  de  U  fût  positive.  Con- 
cevons, pour  fixer  les  idées,  que  la  base  du  disque  soit  un  rectangle 
dont  le  centre  coïncide  avec  l'origine,  et  dont  les  côtés  soient  paral- 
lèles aux  axes  des  x  et  z.  En  désignant  par 

la  COST     el     la  sinr 

36. 
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res  mêmes  côtés,  on  trouvera 


UCT  ces  7  ItOSinO   j     j 

ces cos  — dm  do 


»  •-    —  «CO*T  *    — « 


I ^  , /a\2  sin'ucos^cosr'  sin  l» sinOsinrl 

\'j)  cos  5  sin  ^ 

Par  conséquent,  la  valeur  de^  tirée  de  Téquation  (194)  s'évanouira, 
toutes  les  fois  que  Ton  aura 

aSo)  sin  l>cos9  cost- =0,    ou    sin^-jsînS  sinr]  =  o, 

c'pst-à-dire,  lorsque  les  variables  u  et  5  vérifieront  les  formules 

aSi)  ucos5  =  ± — —^      ysîn9  =  ii=-;-^ï 

cosT  smr 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  dans  ces  formules  on  remet 
pour  'j  sa  valeur  ^^-7'  c^^^s  deviendront 

^8-2 )  r'=:±  *l —  cosT  cos ô,     r*  =  dz  îj sin?  sin 9, 

4'»'*  4'*'» 

et  seront  précisément  les  équations  polaires  des  courbes  dessinées  par 
les  points  de  passage  des  différentes  ondes.  Quant  aux  sommets  des 
ondes,  ils  seront  déterminés  par  la  formule  ;i95)«  qui,  dans  le  cas 
présent,  se  réduit  a 

283)      cosO  COST  col  L»cos5  cosr'  -h  sinô  sinr  col  i^sinô  sinr]  =  — • 

Si  dans  celle-ci  on  remet  pour  'j  sa  valeur,  Téquation  qui  en  résulten 
entre  les  coordonnées  polaires  r  et  9,  savoir, 

204  '    cosy  cosT  col^î 7— hsmô  smr  col** j~- =  — - 

4r^  4r5  gxt^ 

appartiendra  aux  courbes  dessinées  par  les  sommets  des  diverses  ondes. 
Si  Ton  cherche  en  particulier  la  courbe  dessinée  en  relief  par  la  pre- 
mière onde,  on  trouvera  une  courbe  fermée,  ayant  Torigine  pour 
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centre,  et  dans  laquelle  des  diamètres  maxima  ou  minima  répondront 
aux  valeurs  de  0  et  de  r  fournies  par  les  équations 


0  =z  o,      ri=  o,3io^. .  .(i  -t-  cosît)*  tsjgx; 

t:  1      

0  r=  -,     /•=:  o,3i09.. .  .(i  —  cos-xt)*  t\Jg(x; 


tandis  que  l'on  aura,  pour  6=  ^ — t, 

j^     

/•  r^  o  ,'299 j , . .  ( sin  2  t)'-  /  v'ê'a. 

Pour  le  disque  à  base  carrée,  on  aura  simplement  t  =  ^-,  et,  par 
suite,  Téquation  (284)  deviendra 

•i85  cosô  tang^ — h  smÔ  lang^^ =-  = V- 

En  discutant  cette  dernière,  on  reconnaîtra  que  la  courbe  dessinée  en 
relief  par  la  première  onde  se  réduit  à  une  espèce  de  carré  curviligne, 
situé  dans  une  position  inverse  par  rapport  au  carré  qui  sert  de  base 
au  disque,  de  manière  qu'aux  diamètres  minima  et  maxima  du  carré 
donné  correspondent  les  diamètres  maxima  et  minima  de  la  courbe, 
représentés  par  les  produits  0,6204..  .^  \/^  et  0,599. .  .^y/^a.  Cette 
dernière  conclusion  se  trouve  d'accord  avec  les  expériences  récentes 
de  M.  Bidone,  géomètre  italien. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  considérer  les  ondes  qui  sont  pro- 
duites, lorsque,  le  temps  venant  à  croître,  le  troisième  terme  de  la 
série  (178)  acquiert  une  valeur  finie.  Un  calcul  semblable  a  celui  que 
nous  avons  effectué  dans  le  cas  où  le  fluide  ne  conserve  qu'une  dimen- 
sion horizontale,  ferait  voir  qu'elles  sont  tout  à  fait  insensibles. 
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NOTE   XVII. 


f-1 


SIR   LE   DÉVELOPPEMENT   EN   SÉRIE   DE   l'iNTÉGRALE 


Si  dans  l'intégrale  (i)  on  développe  successivement  en  série,  i**  U' 

facteur  cos;x,  2"^  le  facteur  cos(2^[jl)-,  on  devra  obtenir,  à  ce  qu'il 
semble,  deux  valeurs  de  K  ordonnées.  Tune  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  quantité  Xr,  l'autre  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  la  même  quantité.  La  première  de  ces  deux  valeurs,  savoir, 

,   .  ,.      -xh       (ik)^  i'ik)^ 

i'X}  A.  —  '        - 


9.  4*^'^  6.7.8.9.10 


est  exacte.  Mais  la  seconde,  savoir. 


.  -,  _       I  r       3.4.5       5. 6.'^. 8. 9  "1 

est  inexacte,  ainsi  qu'on  va  le  démontrer. 

Nous  observerons  d'abord  que,  si  l'on  développe  l'intégrale 


i\ 


en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ,  >  soit  à  l'aide 
du  développement  de  cos[jl,  soit  a  l'aide  de  l'intégration  par  parties. 


on  trouvera 


r>) 


r*  • ,.  i         .      1  r      3.4.5     5.6.7.8.Û         1 


et  l'on  peut  s'assurer  qu'effectivement  cette  dernière  équation  donne, 
pour  de  grandes  valeurs  de  Jt,  la  valeur  approchée  de  l'intégrale  (4  ;• 
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pourvu  que,  dans  le  second  membre,  on  conserve  seulement  les  pre- 
miers termes  qui  forment  une  suite  décroissante.  Si  donc  la  formule  (3) 
pouvait  subsister,  il  faudrait  qu*on  eût,  au  moins  pour  de  grandes 
valeurs  de  la  quantité  £, 

0  *  0 

Or,  au  contraire,  on  tire  de  la  seconde  des  jbrmules  (ii)  (Note  III), 

(7)      I      cos(2/ra)- cosarfa  ==  ^^ fsin — h  cos  -  )  —  /     e-^-^V-)*  cosjjida, 

et  cette  dernière  exclut  évidemment  la  formule  (G). 

On  pourrait  objecter,  en  faveur  de  l'équation  (3),  qu'elle  se  déduit, 
aussi  bien  que  l'équation  (5),  de  l'intégration  par  parties.  Mais  il  est 
essentiel  d'observer  que  cette  dernière  intégration  ne  donne  les  valeurs 
approchées  des  intégrales  que  dans  le  cas  où,  après  un  certain  nombre 
d'intégrations  partielles,  la  valeur  de  l'intégrale  qui  repré^nte  le  reste 
est  fort  petite.  Or  cette  circonstance,  qui  a  effectivement  lieu,  quand  on 
développe  en  série  l'intégrale  (4).  ne  subsiste  plus  dans  le  cas  oii  il 
s'agit  de  l'intégrale  (i).  On  n'a  plus  même  alors  aucun  moyen  de  déter- 
miner les  limites  entre  lesquelles  le  reste  se  trouve  compris. 

Pour  confirmer  par  un  calcul  numérique  l'exactitude  de  Téqua- 
tioîi  (7),  concevons  que  l'on  attribue  à  la  quantité  k  la  valeur  8,3G. . . 
qui  détermine  la  première  des  ondes  tracées  en  creux  à  la  première 
époque  du  mouvement.  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équa- 
tions (2)  et  (5),  on  en  tirera 

cos[ikii]'  cos/xrf/jt 
0 

(8)     '      z=  K  =  8,36. .  .(i  —  4>^M*  •  •  ■+"  ^^T  *'^8. . .— •2,5j8. .  .-h  0,68g. . . 

—  0,121. .  .-ho,oi5. ..  —  0,001. .  .H-,  . .) 
rz:  —  3,61 . . ., 

et 


[9) 


^-(2A(x)*  COS [i du.  =  0,120  —  0,026  ■+■  0,023  — ...--—  0,1 1  ...  . 
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Lorsqu'on  prend  le  dernier  résultat  en  signe  contraire,  on  obtient  la 
quantité  négative  —  o,ii...  très  sensiblement  différente  de  la  quan- 
tité —  3,6i...;  de  sorte  que  l'équation  (G)  est  manifestement  erronée. 
Mais  on  retrouve  à  très-peu  près  la  seconde  de  ces  deux  quantités, 
quand  on  ajoute  à  la  première  le  produit 

.- (sin  jÀ'  4-  cos^/r), 


qui,  dans  l'hypothèse  admise,  se  réduit  à  —  3,5i 

Les  remarques  que  nous  venons  de  faire  prouvent  que  l'on  s'expose 
à  de  graves  erreurs,  lorsqu'on  détermine  les  fonctions  par  le  moyen  de 
leurs  développements  en  série,  sans  tenir  compte  des  restes. 
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SIR   LES   INTÉGRALES   DÉFÎMES   SINGULIÈRES   ET   LES   VALEURS   PRINCIPALES 

DES   INTÉGRALES   INDÉTERMINÉES. 


J'appelle  intégrale  définie  singulière  une  intégrale  prise  relativement 
à  une  ou  a  plusieurs  variables  entre  des  limites  très  rapprochées  de 
certaines  valeurs  particulières  attribuées  à  ces  mêmes  variables,  savoir, 
de  valeurs  infiniment  grandes,  ou  de  valeurs  pour  lesquelles  la  fonc- 
tion sous  le  signe  /  devient  infinie  ou  indéterminée.  Ces  sortes  d'inté- 

};rales  ne  sont  pas  nécessairement  nulles,  et  peuvent  obtenir  des 
valeurs  finies  ou  même  infinies,  qu'il  est  ordinairement  facile  de  cal- 
culer, comme  je  l'aidémontré,  pour  tii  première  fois,  dans  un  Mémoire 
présenté  a  l'Institut  le  7  novembre  i8ï4,  et  approuvé  sur  un  Rapport 
de  M.  Legendre,  dont  les  conclusions  se  trouvent  imprimées  dans 
l'analyse  des  travaux  de  la  même  année.  Ainsi,  par  exemple,  i  dési- 
gnant un  nombre  infiniment  petit,  et  a,  6,  deux  constantes  positives. 
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on  fixera  sans  peine  les  valeurs  des  intégrales  définies  singulières 

On  trouvera  encore,  en  désignant  par  a,  e  deux  nombres  infiniment 
petits, 


'?.) 


2 


Kniin,  comme,  dans  chacujie  des  intégrales  (7)  de  la  Note  VI,  la  fonc- 
tion sous  le  signe  /  est  sensiblement  égale  à  zéro  pour  toutes  les  va- 
leurs de  (i.  qui  ne  sont  pas  très  rapprochées  de  a,  il  en  résulte  que  ces 
intégrales  se  réduisent  aux  intégrales  singulières  déterminées  par  les 
équations  (2). 

Lorsque,  dans  une  intégrale  de  la  forme 

(3)  £f[^)dx, 

la  fonction  sous  le  signe  /  devient  infinie  pour  des  valeurs  de  ^  com- 
prises entre  les  limites  x^^  X,  et  représentées  par  a?,,  a;^,  . . .,  t,„,  cette 
intégrale  est  le  plus  ordinairement  indéterminée.  Mais,  si  elle  entre 
dans  le  calcul  comme  limite  de  la  somme 

(1)  f'     f[^)dx^f^     f[x)dx  +  .^.^f      f[x]dx. 

elle  reprendra  en  général  une  valeur  fixe  à  laquelle  nous  avons  donné 
le  nom  de  valeur  principale. 

Cela  posé,  soient  î[x)  et  F(a7)  deux  fonctions  tellement  choisies  que 
le  rapport 

î[x-^XyJ—\) 


('>] 
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ne  varie  jamais  d'une  manière  brusque  entre  les  limites  J7  =  jrg,  x  =  X; 
y=y„,  y  =  Y.  Désignons  par  a?,,  x^,  ....  jr„  les  racines  de  l'équation 

ï>)-^'°' 

dans  lesquelles  les  parties  réelles  demeurent  comprises  entre  les  quan- 
tités a^o,  X,  et  les  coefficients  de  \/— i  entre  les  quantités  Vo,  Y.  Enfin 
supposons  que  ces  mêmes  racines  appartiennent  toutes  à  Téquation 

G)  ¥{x)  =  o. 

Si  Ton  intègre  par  rapport  aux  deux  variables  x,  y  l'équation  identique 

,  l.F(:r-^rv-Oj^   >— -     lF(ar-^rv^-i)J 

'^  ùy  ^  ôx  ' 

et  que  l'on  remplace  dans  chaque  membre  l'intégrale  relative  à  x  par 
sa  valeur  principale  [voir  le  Résumé  des  leçons  données  à  l'École  royale 
Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal,  t.  1"),  on  trouvera 

Il  est  essentiel  d'observer  que»  dans  le  second  membre  de  l'équation 
précédente,  chacune  des  fractions 

^^  F(X:)'    ÏV^'    *•"    F^(^' 

doit  être  réduite  à  moitié,  quand  elle  correspond  à  une  racine  dans 
laquelle  la  partie  réelle  se  confond  avec  l'une  des  quantités  x^^  X,  on 

le  coefficient  de  y  —  i  avec  l'une  des  quantités  v©,  Y. 
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Lorsque  la  fraction  (5)  s'évaaouit,  i"  pour  a;  =  ±ao  ,  quel  que  soit  j, 
2°  pour  y  =  <x>,  quel  que  soit  x,  alors,  en  prenant  ar^  =  —  oc  ,  X  =  oc  , 
/„  =  o,  Y  =  oc  ,  on  tire  de  la  formule  (8) 


'->. 


On  trouvera  en  conséquence,  pour  F(ar)  =  i  -hx^, 

et,  pour  Y{œ)  .^  i  —  a:-,  \ 

» 

fa)       j-^--dx^-[î^-^)-î[^)■]^-.^.j^     ^—^^ dx. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  le  passage  de  la  formule  (lo)  à  l'équa- 
tion (12),  il  faut  réduire  à  moitié  chacune  des  expressions  (9),  et  que 
Téquation  (12)  fournit  seulement  la  valeur  principale  de  l'intégrale 
qu'elle  renferme. 

Si,  dans  les  formules  (i  1)  et  (12),  on  pose  successivement  f(.x;)=:e^^v^"' 
et  ï{x)  =  x&''^^~\  on  en  conclura 


1 


r  dx=  -  e-^y         I :.-  (Ix  = 

(-3)  { 

f*  cos/To:   ,         T    .              r*  X  s'inar   J              r 
dx  =  -  sm^,       1      r-  o -^  — cosfl. 

Les  deux  premières  des  équations  (i3)  ont  été  données  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Laplace. 

Lorsque  la  fraction  (5)  s'évanouit,  1®  pour  ^  =  ce  ,  quel  que  soit  y, 
2**  pour  V—  ^  »  quel  que  soit  x,  alors,  en  prenant  ar^  =  o,  X  —  ac  , 
V„  =  o,  Y  =  oo  ,  on  tire  de  la  formule  (8) 

(.4)   '""  ^"^^  *"   ^^^v-') 


37. 


292  MÉMOIRE  SUR   LA  THÉORIE  DES  ONDES. 

En  posant,  dans  la  formule  (r4),  F(a7)  =  i  — a:*,  réduisant  à  moitié  la 
fraction  r^i^  =  r^  =  — ^  f(0.  ^t  remplaçant  les  deux  variables  x,  v 
par  une  seule  variable  [jl,  Ton  trouvera 


'  ■*  \ 

(i:j) 


Si  Ton  prend  d'ailleurs  {[jM)  =  ef^'>^,  l'équation  (i5)  donnera 


ou,  ce  qui  revient  au  même 


[cos;a/x2)  4-  v/^  sm(rt/:x2)] 

0 

(i6)        /  :=  /     [sin(«|ùi2) -h  v^^^cos(fl/x2)] 

1         */o 


rfa 


I  H-  a- 


-h  -  (sin«  —  y'—  I  cosn), 


et  Ton  en  conclura 


:'7)     \ 


M     sin(au2)— ^^-~cos^  cos(^a2] 


I  -+-fJL^ 


j  jf     [cosKa»)-sin(«^^)]^^ 

I      =  J(cos«-+-sin«)-  /     [cos{«fx»)-sin(a/*»)]— -^- 

Ces  diverses  équations  fournissent  seulement  les  valeurs  principales 
des  intégrales  que  renferment  leurs  premiers  membres. 

Concevons   maintenant  que,  dans   la   seconde  des   équations  (7 
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(Note  II),  l'on  remplace  m^  par  a\i?y  on  trouvera 

(19)  cos(rt/j.2)  —  sin(a/x2)  r=  1  -  J     /     sincj^  cos^aa- ugj)  rfw; 

puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (i3). 


=  [it:]'^  I     siniD-  sin  \^.a'^  roj  tfus, 
fcosf/if/2]  — sinf^t/s)   ,         /8\2    /»•   /»-  ros(9./i2ca)  ,     , 


(^ 


«-  0 


Par  conséquent,  Téquation  (18)  pourra  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

—  -  (cosa -h  sîna)  —  (ir)^  /     sinin^  e~'^^^  din. 

De  plus,  en  posant  cj-  =  ;x,  et  intégrant  par  parties,  on  établira  facih 
ment  les  formules 


I 


I     sin  cj^  sin  \  a  d^  ts)  dm 

0 

r -  -   I     sm\2rt-|:x-y  smy.— J- =  — ^   1     cosyxa^ yr)  co^tidu.. 


a  2«' 


/       sincJ-^C-2aïrTrf^j, 

'0 


-0  ^-e        2a-*'« 


29i  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  DES  ONDES. 

en  vertu  desquelles  Téquation  (21)  deviendra 


I 

T  ' 


-j     /     cos\2à'  ii^j  cos iJidiJ. 


,     ^^  ^^-/     «.'0 


Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière  par  (  —  j  ?  el  si 

l'on  fait  en  outre  a  =  ^A,  on  obtiendra  précisément  la  formule  (7)  de  la 
Note  précédente,  savoir, 

/       COS{lk [X]'  COS [JL  du 


^= cos  - 

2X2 


-4-sin-j—  /     e-C2A|A)*cos/x(/|7.. 


On  parvient  encore  a  des  résultats  dignes  de  remarque,  quand  on 
combine  la  troisième  des  formules  (i3)  avec  les  équations  (10)  de  hi 
Note  II.  En  effet,  si  dans  ces  équations  on  remplace  m  par  a,  et  ct  par  ;/, 
on  en  tirera 


cos 


a—(-]     I     icosui^-^  sintM^)  cos  y — :du. 


t 

^j   J     (cos(*»-sin^»)  sin^</«. 


I 

sînrt  =  (-|     /      (sina2  —  cosa2)  COS-7— -  rfa 


(-:)'X''^^' 


a^ 


-+-(-)     /     {sïniJL^ -\- cos  (JL^)  sln  j—^  du. 
Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  troisième  des  formules  (li). 


.     a^        2    f"        a^v      dv 
sin  7—  —  -  /     cos  >—  -       -  » 
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on  trouvera  définitivement 


ces 


>'■') 


(26) 


a  =  (-l     /  (cosa*+ sina*)  COS7— -  </« 


(  -  1     /       /      (sina^  H-  cosu^)  cos 7 — ;  — - 


v'^ 


Cesi  à  l'aide  de  l'équation  (aS),  et  avant  d'avoir  établi  les  formules  de 
la  Note  VI,  que  j'ai  obtenu  pour  la  première  fois  les  équations  (d)  et  (f) 
de  la  Note  XVI.  Je  vais  indiquer  en  peu  de  mots  la  route  que  j'avais 
suivie  pour  arriver  à  ces  mêmes  équations. 

On  a  vu,  dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire  (Seet.  III,  §§  IV  et  V), 
que,  si  l'on  désigne  par  S  la  densité  du  fluide,  par  y  l'ordonnée  de  la 
surface  qui  correspond,  au  bout  du  temps  /,  à  l'abscisse  x,  et  par  F  x) 
l'ordonnée  initiale,  on  aura,  en  supposant  le  fluide  réduit  à  deux 
dimensions,  et  les  vitesses  initiales  nulles, 

[-K-])  r---,-  y    f     cos  m  X  cos  ni^  g'^  t  ^[m)  m^  lini^ 


g'O 


pourvu  que  l'on  assujettisse  la  fonction  ^{m)  à  vérifier  l'équation 
•îS)  F(rt)^-j— \    I     cos  ma  ^  [m]  m^  dm. 

Si  l'on  considère  en  particulier  le  cas  où  f{x)  est  une  fonction  paire  de 
la  variable  x,  les  équations  (27)  et  (28)  deviendront 


(--9) 


X--  -~^—   j     cosmx  cosm'^ g'  t  ^im)  m'  dm, 


2     *^   •.     A 


'3c>)  ¥  a]  ^^ ——  I     cos  ma  ^[m]  m'^  dm. 


29(> 
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I         t 


l)(»  plus,  si,  après  avoir  posé,  dans  la  formule  (25),  a--m' g'  /,  on  sub- 

slitue  la  valeur  de  co^m-  g'i  dans  l'équation  (29),  on  trouvera,  en  ayant 
éi»ar(l  à  la  formule  (3o), 


31; 


/ 


siX"'™''""*^'"'"=[*'Hl5)**t'-|ë)]'''' 


(la  dv  ! 


Il  suffit  de  concevoir  que,  dans  cette  dernière,  la  fonction  F(.r)  rede- 
vienne tout  h  fait  arbitraire,  pour  obtenir  la  valeur  la  plus  générale 
possible  de  l'inconnue  y. 

Lorsque  la  fonction  Y[x)  n'a  de  valeur  sensible  que  pour  des  valeurs 
de  .r  peu  différentes  de  zéro,  alors,  en  attribuant  à  la  variable  x  une 
valeur  positive  et  finie,  on  trouve 


'^^■)  \ 


C0S//2—  sinp.2)  F(:t'  — 


g/2î/\  (iudvl 


puis,  en  posant,  dans  l'intégrale  sinjple,  a—  y—,  =u,  dans  l'intégrale 
double,  x  —  ^r-:7  =  cj,  et  remplaçant  v  par  v-, 


33) 


F  f  GJ  I  rfcT 

\2 


,X—  XDj 


sm 


4(^'  —  ^)J  <  —  î'' 


v2rfy     F[roU/GJ 


^ro/ 


(X  —  xd] 


(]omme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (18), 


U 


cos 


a -f  sina=-   /     [cos(^/x2)  —  sin(/7|UL2)] - 


dv 


H-' 
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et  par  conséquent 

on  tirera  de  la  formule  (33) 


puis,  en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (20), 

.7,    />-   /^-  JF,_  rfmrfcT 


(36)  r=—  r  r"sin-^-^sinm2  F(in) 

Enfin,  si  l'on  transforme  la  valeur  précédente  de  y,  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (21),  on  trouvera 


(37) 


^   ./—Kïï  \       ^  —  ^  x  —  ml 

—  I     e   V*— /       sm/n^eZ/Ti  I  — ^ — — - 


Les  formules  (3(3)  et  (37)  coïncident  avec  les  formules  (d)  et  (f)  de  la 
Note  XVI.  On  doit  y  supposer  l'intégration  relative  à  cr  effectuée  entre 
les  limites  cr  =  ~  00  ,  cy  =  QO  ,  ou  simplement  entre  les  limites  o  =  — a, 
cy  =  -ha,  si  la  fonction  F(ct)  n'a  de  valeurs  sensibles  qu'entre  ces  der- 
nières limites. 

Si  dans  le  dernier  terme  de  l'équation  (25)  on  remplace  v  par  v*,  et  [a 
par  (XV,  on  en  tirera 


(38) 


«=^(^)   j     (cosft^4-sin^î»)cos^rffx 


cos 

0 


< 


\ 
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On  aura  d*ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (34), 


cos 


tt*-h  sin/z^—  ±  I     (cos/x^v-  —  sînfi^v*)    J^  ^ 


et  par  suite, 


V)         cosa=^l-\     I      I     (coSfx»y2— sîna^v-) cos -^—^dfjL. 

D*autre  part,  on  conclura  de  la  première  des  équations  (20),  réunie  à  la 
première  des  équations  (22), 

I     (cosa«v2_sin^2y2)  __. -- j^T-ji  1     sincj- sin(a|ULBj)  rfo 


0 

9 


=  (-)    -   /     cosyiiiy^j  cosvdv 


0 
I 


=  I  -  )  7—?  /     cosv*  cos  7—-  av. 


Par  conséquent,  Téquation  (39)  donnera 


(4o)  COSflr^i     /         / 


a^  V  ^  rfa  rfv 

cos  7--  cos  7— r  cos  y*  -^—r- 
4^a-         4fxa  ^» 


Enfin,  si  dans  cette  dernière  on  écrit  a^  au  lieu  de  a,  m  au  lieu  de  7-11 
et  (X  au  lieu  de  v,  on  obtiendra  la  formule 

(^1)  cosa^  =  ^  -   /      I     cosa/it  cosnifi  cosfi^rf/xrf/w, 


laquelle  s'accorde  avec  la  première  des  équations  (3)  de  la  Note  VI,  et 
conduit  immédiatement  à  la  valeur  de  j,  fournie  par  Téquation  (58)  de 
la  seconde  Partie. du  Mémoire. 

Si  Ton  remplace,  dans  la  formule  (8),  la  fonction  î{x)  par  le  produit 
ff  J7)c^'^  \  jo  par  zéro,  Y  par  l'infini  positif;  et  si  l'on  suppose  d'ail- 

leurs  que  la  fraction  - — -^ =- s'évanouisse  pour  r=x . 

^  F(a:-h/v'~') 

aloi'H,  en  prenant  successivement  x^  =  —X,  jt^  =  Of  puis  écrivant,  dans 
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X 


le  second  membre,  -  au  lieu  de  y^  on  obtiendra  les  équations 


(43) 


J,    F(*-) 

Les  équations  (42),  (43),  et  celles  qui  s'en  déduisent,  comprennent, 

comme  cas  particuliers,  les  formules  (i3i),  (i32),  (i33),  (i34),  (i35), 
(i36),  (25i),  (252),  ...  de  la  Note  XVI.  De  plus,  si  l'on  pose,  dans 

l'équation (42),  =j— {-== j>  on  aura  a7,  =  o;  puis,  en  réduisant 

1»/        \  

à  moitié  la  fraction  J,  *\é^'i^-*  =  1,  et  substituant  la  lettre  v  à  la 
lettre  a?,  on  trouvera 


(-l)v-  -{-î)v 


En  égalant,  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  les 
coefficients  de  \/— i,  et  les  divisant  par  2,  on  obtiendra  de  nouveau  la 
troisième  formule  de  la  page  265. 


38. 
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NOTE   XIX. 


SUR   LES   FONCTIONS   RÉCIPROQUES. 


Il  suit  des  équations  (3)  de  la  Note  VI  que  si,  la  variable  x  étant 
positive,  on  prend 


et 


on  aura  réciproquement 


3 
et 


1 


En  d'autres  termes,  les  formules  (i)  et  (2)  subsisteront  encore  après 
réchange  de  la  fonction  /  contre  la  fonction  <p,  et  de  la  fonction  r 
contre  la  fonction  ^.  On  voit  donc  ici  se  manifester  une  loi  de  réci- 
procité, I®  entre  les  fonctions /et  ç  qui  satisfont  à  l'équation  (i); 
2""  entre  les  fonctions  r  et  ^  qui  satisfont  à  l'équation  (2).  Pour  cette 

raison,  on  peut  désigner  les  fonctions /et  9,  ou /et  ^,  sous  le  nom 

de  fonctions  réciproques.  Les  propriétés  remarquables  de  ces  mêmes 
fonctions,  et  les  avantages  qu'elles  présentent  dans  la  solution  d'un 
j^rand  nombre  de  problèmes,  m'ont  fourni  le  sujet  d'une  Note  que  j'ai 
ut^M'.p.  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  d'août  1817.  Toule- 
im^  il  est  essentiel  d'observer  qu'au  moment  où  je  rédigeais  celle 
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Note,  je  ne  connaissais  encore  d'autres  Mémoires  où  Ton  eût  employé 
les  formules  (3)  (Note  VI),  que  ceux  de  M.  Poisson  et  de  moi  sur  la 
théorie  des  ondes.  Depuis  cette  époque,  M.  Fourier  m'ayant  donné 
communication  de  ses  recherches  sur  la  chaleur,  présentées  à  l'Insti- 
tut dans  les  années  1807  et  181 1,  et  restées  inédites  jusqu'en  1819, 
j'y  ai  reconnu  les  mêmes  formules,  et  je  me  suis  empressé  de  lui 
rendre  à  cet  égard  la  justice  qui  lui  était  due,  dans  une  seconde  Note 
imprimée  sous  la  date  de  décembre  181 8, 

Lorsque,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  substitue  à  <p([j!.)  et  ^|/([x) 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  on  obtient  les  formules 

• 

f[x)=z-  I      I     cos  [XX  cos^m  f{^)  dix  dus  f 

(5)  { 

Hx)^=-   I      j     sinfAj:  sin/xc;  r[w)dixdxs. 

Ces  dernières,  qui  sont  entièrement  semblables  aux  équations  (3)  de 
la  Note  VI,  supposent  encore  la  variable  x  positive.  Mais  il  est  aisé  de 
les  remplacer  par  d'autres  qui  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X.  En  effet,  concevons  que,  F  (a?)  désignant  une  fonction  quel- 
conque, on  prenne 

f[a;)  =  ¥{x)^¥{-x),     ^(^)  ^F(^)  -  F(- x). 

On  tirera  des  formules  (5) 

¥[x)'^F[—x)=-  j      I     C0Sfx:c  C0SfXB}[F(Gj)  4- F(— Gj)]cffzrfGj 


0      ^'O 


—  -  /  /  cos|!Ji:r  cosfxxst  ¥[w)  d[j.dfSy 

¥{x}  --¥[—  x)  --  -  I  I  sinfxjr  s'inum  [¥{ni) —  ¥{~-m)']d[xdta 

"  «/o  «''0 

—  -   /  /  slnixx  sinfxm  F(cj)  rf/x^cj, 
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et  par  suite, 

F[x]      =-  /      /     [cosixx  cosiim-^slnfix  SïtïfjLm)  ¥{xs]duidvs 
==  -  /       /     cosu[ra  —  x)  ¥{w)dudwi 

F'—x)=i-  I      I     [cos  ux  cos[ifs—Sïn  [IX  slnfim)  ¥  [in)  dfi  dis 

=  -  I      I     cos/ut(Gj-hJr)  ¥{fs]diidnj. 

Or  il  est  clair  que  les  équations  (6)  peuvent  être  censées  comprises 
dans  la  seule  formule 


¥{x)  =  -  1      j     coSfx(BT--x)  ¥[r3]dy.dn5. 


pourvu  que  dans  celle-ci  Ton  considère  la  variable  x  comme  suscep- 
tible de  recevoir  toute  sorte  de  valeurs  réelles.  On  se  trouve  ainsi 
ramené  à  Téquation  (34)  de  la  Note  XV.  Au  reste,  on  peut  établir 
directement  la  formule  (7)  par  les  mêmes  procédés  qui  nous  ont  con- 
duits aux  équations  (3)  de  la  Note  YI,  et  Ton  reconnaît  alors  que  dans 
cette  formule  il  est  permis  de  supposer  l'intégrale  relative  à  u  prise, 
non  plus  entre  les  limites  —  00  ,  -+-30  ,  mais  entre  des  limites  quel- 
conques ct',  o",  dont  la  première  soit  inférieure  et  la  seconde  supé- 
rieure à  la  valeur  de  x.  On  aura  donc  généralement,  sous  cette  condi- 
tion, 

H)  F(x)=:-/       1      cos fjL [x  — ts)  ¥{xn)  diid^, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

9)  ¥[x)  =  —f     f    eN^-°^/^  F(cj)rf/xrfcj. 

Si  dans  l'équation  (9)  on  remplace  la  fonction  ¥{x)  par  une  fonc- 
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tion  ¥{x,y)  des  deux  variables  j?  et  j,  on  en  tirera 

et  Ton  aura  encore,  en  désignant  par  p',  f  deux  quantités,  Tune  infé- 
rieure, l'autre  supérieure  à  la  valeur  de  y. 

On  trouvera  par  suite 

On  étendrait  avec  la  même  facilité  la  formule  (9)  à  une  fonction  de 
trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Les  formules  (9)  et  (10)  sont  d'un  usage  très  commode  dans  l'inté- 
gration des  équations  aux  différences  partielles.  Elles  sont  d'ailleurs 
comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  d'autres  formules  que  ren- 
ferment deux  de  mes  Mémoires  présentés  à  l'Institut  le  16  sep- 
tembre 1822  et  le  20  juillet  1823.  Le  premier  de  ces  deux  Mémoires  a 
été  imprimé  dans  le  dix-neuvième  cahier  du  Journal  de  VÉcole  royale 
Polytechnique. 


NOTE  XX. 

SUR   LKS   ÉQUATIONS   QUI   DÉTERMINENT   LE   MOUVEMENT   d'uN  FLUIDE    SOUMIS 

A   DES   FORCES   QUELC0:îQUES. 

Je  me  propose  dans  cette  Note  d'indiquer  les  moyens  de  parvenir  le 
plus  simplement  possible  aux  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
d'un  fluide  soumis  à  des  forces  quelconques. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quelconque 
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de  l'espace,  lesquelles  seront  prises,  avec  le  temps  /,  pour  variables 
indépendantes.  Soient  de  plus  au  bout  du  temps  /,  et  au  point  qui  a 
pour  coordonnées  x,y^  z, 

^  la  densité  du  fluide, 

p  la  vitesse, 

eX,  JT»  3b  les  composantes  rectangulaires  de  la  force  accélératrice, 

U,  ^,  w  les  composantes  rectangulaires  de  la  vitesse. 

Si  le  temps  t  vient  à  croître  d'une  quantité  infiniment  petite  A/,  les 
valeurs  de  v,  y,  z,  relatives  à  une  même  molécule,  recevront  les  ac- 
croissements infiniment  petits 

Ultt       VÙktj       WÙity 

et  l'accroissement  correspondant  d'une  fonction  f{oc,y,  z,  t  des  quatre 
variables  indépendantes,  savoir, 

/(x-+-mA/,  y-^  i'A/,  z-h(vA/,  /-t- A/)  — /(x,/,  2,/), 

sera  sensiblement  égal  à 

L  dt  dx  dy  ôz  J 

On  trouvera  en  conséquence 

,   .     f  ô$  dS  dS  àS\  .  ^  ,,  .  j    1    j       .  /       * 

(i)     (■)7-+""3 — ^-^3 — hcvy-jA/    pour  1  accroissement  de  la  densité,     o. 

(^)    (d?'^"^^'^'^^*'5f)^^    pourceluide /i. 


(du  du  du  du\  . 

dt  dx  dy  dz  j 


pour  celui  de u. 


...]  l  dv  dv  dv  ^^  \  A .  1  .  J 

'^^n\-di-^"di^''Tr-^"'Tz)^^    pourceluide, 


r. 


(dw         div         div  àw\  .  ^ 


celui  de «r. 
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D'autre  part,  si  Ton  considère  deux  molécules  très  voisines,  situées  à 
la  distance  £  Tune  de  l'autre,  et  qui,  au  bout  du  temps  t,  aient  respec- 
tivement  pour  coordonnées,  la  première,  les  quantités 

;4)  ^y  r>  -2» 

et  la  seconde,  les  quantités 

on  reconnaîtra  sans  peine  qu'au  bout  du  temps  t  +  A/,  les  coordonnées 
de  la  première  molécule  étant 

(6)  x-hult,  y-h  V  A/,  ;:  -4-ivA/, 

celles  de  la  seconde  seront  à  très  peu  près 


'    X 


(  du  du  .       au    \  .^ 

(7)  j^.+  ê  +  j^,  +_«+_6+_yJA/, 

Par  suite,  les  projections  a,  6,  y  de  la  distance  e  des  deux  molécules 
sur  les  axes  des  x,  y,  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  différences 
entre  les  coordonnées  de  la  seconde  molécule  et  les  coordonnées  de  la 
première,  deviendront,  au  bout  du  temps  /-+- A/, 

/    du       ^  du  àu\  j,  ^ 

Donc,  au  bout  du  même  temps,  un  élément  du  fluide,  qui  se  présen- 
tait d'abord  sous  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle  ayant  pour 
sommets  opposés  les  deux  molécules,  et  pour  arêtes  les  longueurs  a, 

Œuvres  de  C-  S.  I,  t.  I.  89 
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€,  y,  se  sera  changé  en  un  nouveau  parallélépipède  dont  les  arêtes 
donneront  pour  projections  respectives,  la  première  sur  Taxe  des  x, 
la  seconde  sur  l'axe  des  y,  et  la  troisième  sur  l'axe  des  5,  les  trois 
quantités 

-(■-s^')-  'hrA  K-^^')- 

Ajoutons  que,  les  angles  compris,  i**  entre  deux  arêtes  du  nouveau 
parallélépipède,  2°  entre  le  plan  de  ces  deux  arêtes  et  la  troisième, 
étant  droits  à  peu  de  chose  près,  les  sinus  de  ces  angles  différeront 
très  peu  de  l'unité;  d'où  il  résulte  que  le  volume  du  nouveau  paral- 
lélépipède sera  sensiblement  égal  au  produit  de  ses  trois  arêtes,  ou 
même  au  produit  de  leurs  projections,  c'est-à-dire,  à 


Enfin,  comme  la  densité  du  fluide,  dans  le  voisinage  de  la  première 
molécule,  sera  devenue,  à  l'époque  dont  il  s'agit, 

il  est  clair  qu'en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
trouvera  pour  la  masse  du  nouveau  parallélépipède 

.r       fàu       dif       <)<v\..ir*      (ai         di         ai  âi\  , 

ou  à  très  peu  près 


«') 


Il  est  maintenant  très  facile  de  former  les  diverses  équations  qui 
doivent  servir  à  déterminer  le  mouvement  de  la  masse  fluide.  D^abortU 
si  l'on  divise  les  expressions  (3)  par  A/,  on  obtiendra  les  composantes 
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rectangulaires  de  la  force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire 
à  elle  seule  le  mouvement  effectif  de  la  molécule  fluide  dont  les  coor- 
données, au  bout  du  temps  /,  sont  désignées  par  x,  y,  z.  Si  Ton 
retranche  ces  composantes  des  trois  quantités  ^-,  ?T>  ^>  les  restes  obte- 
nus, savoir, 

du  du  du  du 

dt  dx         dy  dz 

,     ,  1  ^        ùv  dv  ôv  dv 

^     ^  ^  '-'        dt  âx         ôy  dz 

^        dw  div         dw       .    dw 

;j3  — u V w  —  » 

dt  dx  dy  dz 

ê 

représenteront  les  composantes  d'une  force  accélératrice  propre  à 
maintenir  la  masse  fluide  en  équilibre.  On  aura  donc 

/  àp       /^,       au  du  du  du\  ^ 


]  dp       f^        dv  dv  dv  dv\  ^ 

dp       [ ^        dw         dw         dw  dw\  ^ 

-I-.  r=(i) u- V- <v— -|o. 

dz       \  dt  dx  djr  dz  ] 

De  plus,  si  la  masse  fluide  reste  continue  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  chaque  élément  de  masse  devra  conserver  constam- 
ment la  même  valeur,  et  par  conséquent  le  second  terme  de  l'expres- 
sion (ri)  devra  s'évanouir.  En  égalant  ce  second  terme  a  zéro,  on 
formefa  l'équation 

.^  aa       d[uh)       d[s^h)       à[w^)  ^^ 

^    *'  dt  dx  dy  dz 

Observons  encore  que,  si  le  fluide  est  incompressible,  la  densité  de 
chaque  molécule  devra  demeurer  constante.  L'expression  (i)  sera 
donc  nulle,  et  l'on  obtiendra  la  formule 

di         di         dh  dd 

^"^)  •  di-^''di-^'d-y'^''d-z='''^ 

en  vertu  de  laquelle  l'équation  (j4)  se  trouvera  réduite  à  celle  qui 

39. 
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exprime  que  le  volume  d'un  élément  du  fluide  ne  varie  pas  avec  le 
temps,  c'est-à-dire,  à 

,   ...  du       ai'        ôiv  ^ 

ôx       Oj^       Oz 

Si,  au  contraire,  il  s'agissait  d'un  fluide  élastique,  on  aurait 

a  désignant  une  quantité  constante.  Les  cinq  équations  (l'i),  (ij)  et 
f  i()),  ou  (i3),  (i/|)  et  (17),  sont  les  seules  qui  subsistent  pour  tous  les 
points  d'un,  fluide  incompressible  ou  d'un  fluide  élastique,  entre  les 
cinq  inconnues  8,  /?,  m,  ç,  w  considérées  comme  fonctions  dos  quatre 
variables  indépendantes  Xy  y,  z,  /. 
Soient  encore 

^  —h  r  —  'f^i^  "  —  s 

les  coordonnées  initiales  de  la  molécule  qui  coïncide,  au  bout  du 
temps  /,  avec  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a\  v,  z.  Les  trois 
quantités  ;,  r,,  J^  serviront  à  mesurer  les  déplacements  de  la  môme 
molécule  pendant  le  temps  ^  parallèlement  aux  axes;  et,  pendant  un 
instant  inflniment  petit  A/,  compté  a  partir  de  la  fln  du  temps  /,  les 
déplacements  en  question  recevront  des  accroissements  égaux  aux  trois 
produits 

ôt  âx  ôy  ôz  )      ' 

((h  ôr,    ^     d-n    ,       dn\  ., 

[ôJ-^''ôx^'Tr-^'''ôz)^'^ 

ôt  ôx         dy  dzj 

En  divisant  ces  produits  par  A/,  on  devra  retrouver  les  vitesses  m,  k\ 
ir,  parallèles  aux  axes.  On  aura  donc 


-18) 


dl 

+  u 

ai 

ùz 

=  tt. 

àr, 
dt 

-h  u 

0-n 
dx 

1   i'*^ 

dz 

—  i', 

(K 

<K 

.    .<K 

.     à>; 

Ot  ÔX         ôy  ôz 
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Ces  trois  dernières  équations  serviront  à  déterminer  les  déplacements 
;»  TQf  C»  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs  de  m,  i',  w  en  fonction  des 
quatre  variables  indépendantes  ^,  j,  z,  t. 

Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'un  liquide  incompressible 
terminé  par  deux  surfaces,  savoir  :  une  surface  invariable  qui  s'appuie 
contre  la  paroi  d'un  vase,  et  une  surface  libre,  soumise  à  une  pression 
constante  P.  Soient 

('9)  /(^,r»2)^o 

l'équation  qui  représente,  à  toutes  les  époques  du  mouvement,  la  sur- 
face invariable,  et 

(20)  l[x,y,z)  =  o 

l'équation  initiale  de  la  surface  libre.  Enfin  supposons  que  chacune 
de  ces  surfaces  renferme  constamment  les  mêmes  molécules.  Dans 
cette  hypothèse,  une  molécule  située  sur  la  surface  invariable,  et  cor- 
respondante aux  coordonnées  x,  j,  5,  aura  sa  vitesse  dirigée  suivant 
une  droite  tangente  à  la  surface.  Donc  cette  droite  et  la  normale  à  la 
surface  comprendront  entre  elles  un  angle  droit  dont  le  cosinus  sera 
nul.  D'autre  part,  comme  les  axes  des  x,  y,  z  formeront,  avec  la 
vitesse  de  la  molécule,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportion- 
nels à 

et,  avec  la  normale  à  la  surface  invariable,  des  angles  dont  h;s  cosinus 
seront  proportionnels  à 

^/(•*^>r>  ^^      d/x.  r>  z]      âf[x,x,  z) 

âx  Ojr  dz 

le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  la  normale  et  la  vitesse  sera  pro- 
portionnel à  la  somme 

. .  ^/(^>r>  ^)    .   . .  df{x,x,z]  df[x,r,z) 

ôx  ôj!  Oz 
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et  ne  pourra  s*évanoair  qu'avec  cette  somme.  Donc,  pour  tous  les 
points  de  la  surface  invariable,  on  aura  en  même  temps  les  deux  équa- 
tions 

f  ôx  ^  dj'  dz 

Quant  aux  molécules  comprises  dans  la  surface  libre,  leurs  coordon- 
nées x^  y,  z  devront,  au  bout  du  temps  /,  vérifier  simultanément  les 
deux  équations 

(22;  hx  —  l,]r  —  T,,z  —  K)  =  ^y    p  =  V. 

Si  d'ailleurs  le  fluide  est  parti  de  l'état  de  repos,  les  valeurs  initiales 
des  vitesses  1/,  i',  tv  seront  nulles.  Alors  les  équations  (i3),  (i5),  (iG), 
(18),  réunies  aux  conditions  (21)  et  (22)  qui  doivent  être  remplies, 
quel  que  soit  /,  pour  certains  systèmes  de  valeurs  des  variables  x,  v, 
z,  suffiront  pour  déterminer  les  diverses  circonstances  du  mouve- 
ment du  fluide. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où,  le  fluide  étant  homogène,  les 
déplacements  ç,  x,  ^,  et  les  vitesses  u,  r,  w^,  conservent  constamment 
des  valeurs  très  petites.  Dans  ce  cas,  la  formule  (i5)  sera  remplacée 
par  la  suivante  : 

f'î3'i  d  =  consl. 

De  plus,  si  Ton  regarde  les  quantités  ^,  t,  C,  u,  r,  w  comme  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  et  qu'on  néglige,  dans  les  derniers 
membres  des  équations  (i3)  et  (18),  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  ces  équations  donneront 

et 
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Enfin,  si  l'on  ajoute  les  équations  (a4)>  après  avoir  différentié  la 
première  par  rapport  a  a?,  la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troisième  par 
rapport  à  z,  on  trouvera,  en  ayant  égard  a  la  formule  (iG), 

d^p      (Pp      d^p  _  /()a;      ô7      a^\ 

Les  sept  équations  (24)»  (25)  et  (26)  sont  les  seules  qui,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  subsistent  pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide  entre 
les  sept  inconnues 

Py    W,    Vy    «s    If    fiy    Ç, 

considérées  comme  fonctions  des  quatre  variables  indépendantes  a\ 
y,  js,  /.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  mêmes  inconnues,  on  inté- 
grera d'abord  l'équation  (2())  qui  renferme  la  seule  inconnue/?.  Comme 
il  s'agit  ici  d'une  équation  aux  différences  partielles  linéaires  et  à 
coefficients  constants  avec  un  second  membre  fonction  des  variables 
indépendantes,  l'intégration  s'effectuera  par  les  procédés  que  j'ai  indi- 
qués dans  le  XIX'  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique.  On 
tirera  ensuite  des  équations  (24) 


't  (les  équations  (25) 


(^8) 


'    uJt,    yj=  /    vdt,     Ç=  /    .vrf/; 

0  va  Jn 


puis  l'on  déterminera  les  deux  fonctions  arbitraires  comprises  dans  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues,  a  l'aide  des  conditions  (21)  et  (23). 
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Le»  calculs  se  simplifient  dans  le  cas  où  Texpression 

ost  la  (lifTérentielIe  exacte  d'une  fonction  des  seules  variables  ar,  j,  z. 
Alors,  pour  convertir  l'état  initial,  dans  lequel  les  vitesses  sont  nulles, 
rn  un  état  d'équilibre,  il  suffit  de  concevoir  que  Ton  remplace  à  l'ori- 
(i;ino  du  mouvement  la  surface  libre  par  une  surface  invariable.  Soit  a' 
la  pression  relative  à  l'état  d'équilibre  dont  il  s'agit.  On  aura 

<>^      .^y     à9      ^.     d9      ^. 

'■^î^'  J.^^^*'    dj--^^'    0^=^^^^ 

et,  par  suite. 


( 


dX       «)-7       di>\  .      d»Ç       <)»*       d*i£ 

-T—  H — r-  I  0  = 


ôx       dy       ûzj         dx^       dy*       dz^ 


<'.ela  posé,  les  équations  (2G)  et  (27)  deviendront 

d^[f,^iS)     dHp-9)     d*{p-<S]  _ 


et 


(■«')  «'  = 


iV 


=  5ÀX'<*-'"'"- 


De  plus,  si  Ton  fait  abstraction  de  l'une  des  trois  dimensions  du  fluide, 
l'équation  (3o)  se  trouvera  réduite  à 

Pour  intégrer  cette  dernière,  il  suffira  de  recourir  à  la  formule  (9)  de 
la  Note  précédente.  En  effet,  soit 
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On  aura  encore,  en  vertu  de  la  formule  citée, 

(33)  p^(S:=±.C     Ç    ^ti(^-cT)v'^cp(oj,jr, /)rf/xrfcj. 

En  conséquence,  Téquation  (32)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 
et  on  la  vérifiera,  quels  que  soient  œ,  y  et  /,  si  l'on  pose 

(34)  ^^^^^-F»?(-.r.O  =  o. 

Or  on  tirera  de  la  formule  (34) 

(  35 )  ç (cj,  j^-,  /)  =  re^r -+-  se-V-r, 

tes  quantités  r,  s  ne  pouvant  être  fonctions  que  de  (jl,  u  et  /;  puis,  les 
équations  (33),  (3i)  et  (28)  donneront 

(36)  p-^9z=—  I      j     {re\^y'hse-V'r)eV'('^'^^^*diJLdnj; 


?l) 


(38) 


rf      f    [^(e^^  f     I  rdt^-^e-l^r  I     j    sdlAeV'(^-^)yr'*diidm, 
= Î-T  j      j     ii(e\^r  I    j    rdi^—e^v-r  i    j    sdtAeV-i^-^^y/^^dixdm, 


Il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  les  fonctions' arbitraires  désignées 
par  r  et  5,  en  faisant  usage  des  conditions  (21)  et  (22). 
Pour  montrer  par  un  exemple  comment  on  peut  y  parvenir,  conce- 
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vons  que,  Taxe  des  j  étant  vertical,  et  les  ordonnées  étant  comptées 
positivement  de  bas  en  haut,  le  fluide  soit  uniquement  soumis  à  la 
force  accélératrice  g  de  la  pesanteur.  Supposons,  en  outre,  qu'il  repose 
sur  un  plan  horizontal  qui  ait  pour  équation 

(39)  r==~/'' 

et  que  sa  surface  libre,  à  l'origine  du  mouvement,  s'écarte  très  peu  du 
plan  des  a:,  z.  Enfin,  soit 

(40)  r=F(x) 

l'équation  initiale  de  cette  surface.  Les  équations  (21)  deviendront 
(40  y^  —  li,    v^o. 

En  remettant  dans  la  seconde,  a  la  place  de  v,  sa  valeur  tirée  des  for- 
mules (37),  puis  éliminant  j^  entre  la  première  et  la  seconde  des  équa- 
tions (40»  on  trouvera 


/       /     [i(e-V-^l    rdt  —  e\^^l  sdt\eV-(^ 


^'-^)J^  diidxs5^=  o. 


On  satisfait  à  cette  dernière  équation,  quels  que  soient  x  et  ;,  en  pre- 
nant 


4i)  e-M  /    rdi  —  e\^^l   sdt=2  0. 


Quant  aux  équations  (22),  elles  deviendront  respectivement 

(43)  ^^y,^F(^-0.    P  =  ^' 

Si  l'on  considère  l'ordonnée  initiale  F(a?)  de  la  surface  libre  comme 
une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre,  la  première  des  équa- 
tions (43)  se  réduira  sensiblement  à 

ou,  si  l'on  remet  pour  r.  et  ¥{x)  leurs  valeurs  tirées  de  la  seconde  (l«'s 


i 
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formules  (38)  et  de  la  formule  (9)  (Note  précédente),  çt  si  en  même 
temps  on*  remplace  les  exponentielles  e^",  e~^^  par  l'unité  dont  elles 
diffèrent  très  peu  quand  y  est  très  petit,  on  trouvera 

'«'  '■=i-J'.L  h"'  -  ?(X'X'""'"X'X'""')]"""°""'  *  '"■ 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

XdT-[-^dj'-^%dz  =  — gjj-f    d9=  —  gddXf 

et  que  l'on  pourra  prendre  en  conséquence 

(45)  ,  9^p^giy^ 

on  tirera  de  la  formule  (36) 

(46)  p  =  ^  —  gàX'^—f      l     [re\^r-{-se-\*-r]e\*-^^-^^>/'^*  dyidm. 

Cela  posé,  la  seconde  des  équations  (43),  qui  se  rapporte  à  des  points 
compris  dans  la  surface  libre,  donnera 

ou,  à  très  peu  près, 

(47)  —gàr-^--f      f     [r'^s]eV'(^-°y^^  d[idu5=:o. 

Si  maintenant  on  élimine  j  entre  les  équations  (44)  et  (47)f  on  obtien- 
dra la  formule 

r      r    Ir-^s-  g$  ¥[us)-^glJL(   ij    rdi^-^  i    j    sdlA\e\^(^-^)^ dyidm  —  o, 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant 


(48)  r+s^gJ  f    f  rdt^-f    f  sdA=gi¥{fs], 


4o 
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Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  r  et  de  ^  propres  à  vérifier  les 
équations  (/p)  el  (48).  D'abord,  si  l'on  différentie  l'équation  (42 
par  rapport  à  /,  on  en  conclura 

(49)  re-\^^  —  S(r\^^  =  o. 

De  plus,  si,  après  avoir  intégré  l'équation  (42)  par  rapport  à  /  et  à 
partir  de  /  =  o,  on  la  multiplie  par  .  ^^-u.h^  puis,  qu'on  l'ajoute  à 
l'équation  (48),  on  obtiendra  la  suivante  ; 

Or  ceite  dernière  suffit  pour  déterminer  complètement  la  valeur  de  la 
somme  r-hs.  En  effet,  si  on  la  différentie  deux  fois  de  suite  par  rap- 
port à  /,  on  en  tirera 

(5.)  -S7-"+g^e^>>  +  e-MJ.   (''  +  ')'''  =  «. 

et 

puis,  en  faisant,  pour  abréger, 

(53)  M=:UL—^ ^, 

et  intégrant  l'équation  (Sa)  de  manière  a  vérifier  en  même  temps  les 
formules  (5o)  et  (5i),  c'est-à-dire,  de  manière  que  l'on  ait,  pour  ^  =  0, 

(f>4)  r-^s=:gS¥[fD).     et     ^^l^=o. 

on  trouvera  définitivement 

(55)  ' r-¥s  =  gi  F(w)  cosM^g^l. 
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De  la  formule  (55),  réunie  à  la  formule  (49)«  on  conclura 


(56) 


1      1 

S     _       r-hs       __  ff3  Ffpy)  cosM^  fr^  t ^ 


^|xA       e-V-^       e^*^-\-e-^^  e^'^-^e   V-**^ 


et  l'on  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  formule  (46)» 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(58)    p^V-^gor^-^jJJ'   \^,^^.^,        cosMV^cos;x(x-.nT)  F(ny)rf^rfe. 

La  valeur  de  /?  étant  ainsi  déterminée,  on  en  déduira  facilement  celles 
des  autres  inconnues,  à  l'aide  des  équations  (28)  et  (3i),  dans  les- 
quelles on  substituera,  au  lieu  de/?  — P,  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion (57).  Quant  à  l'ordonnée  de  la  surface  libre  du  fluide,  on  l'ob- 
tiendra immédiatement  à  l'aide  des  équations  (47)  et  (55),  desquelles 
on  tirera 

(59)  y^ —   /       /      cosM^g^- /  cos/ul(x  — rr)  F(cj)rf|ULrfcj. 

Si  l'on  restituait  au  fluide  ses  trois  dimensions,  il  faudrait  employer 
l'équation  (3o),  au  lieu  de  l'équation  (32),  et  la  formule  (10)  de  la 
Note  précédente,  au  lieu  de  la  formule  (9).  Dans  ce  cas,  en  supposant 
toujours  la  surface  libre  du  fluide  très  rapprochée  du  plan  des  x^  z^ 
désignant  par 

y=Y[x,z) 

l'ordonnée  initiale  de  cette  surface,  et  faisant,  pour  abréger, 

« 

(60)  N  =  (^»  +  v«)='li^ . tJL _, 

on  trouverait  pour  l'ordonnée  de  la  surface  libre,  au  bout  du  temps  /, 

I    /**  /**  r*  r*      -  - 

(61)  jrziz:^— j  /      /      /      /      cosN'-'g-^/ cos/x(cj  — x)  cosv(p  — -8)  F(nj,p)rf/uL£/vrfcjrfp; 
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et,  comme  on  a  généralement  {voir  le  XIX*^  Cahier  du  Journal  de  t' École 
royale  Polytechnique,  p.  53o) 

1    /      /     /(i^^-4-v2)  cosfl/x  cosfcv  J/xrfî/ 

/**     /*"  /|2 -4-  h^ 

=z2  I      I     sinv  CCS — 7 — a  f[ik)f)d^dy. 


( 


il    en  résulte  que  l'ordonnée  dont  il  s'agit  pourrait  être  présentée 
sous  la  forme 

6^)y=- — ^1      fil     cosR^g-^/ sinv  cos^^~^^    .  iP  — ^     ^jl  F{m,p)dfidvdvié, 
la  valeur  de  R  étant 

(64)  R-(H'^,v.  +  ,-,v»- 

Si  la  profondeur  A  du  fluide  devenait  infinie,  les  équations  (59)  et  (G3) 
deviendraient  respectivement 

i(S5)               7=-  /      /     cos/x'-'g^/ cos|ul(x  — cj)  F(cj)rf/xrfcj 
et 
(06)7  —  — ;j   /      /       /       /     cos(|uiv)''gr^/ smv  cos-i ^— ^— i Il  ¥ [w,  p)  dfx  d:^  dw (1: 

Ces  dernières  s'accordent  avec  les  formules  {b)  et  (i40  de  la  Note  XVI. 
Dans  un  autre  Mémoire  nous  déduirons  des  méthodes  précédentes 
les  formules  que  nous  avons  présentées  à  l'Académie  royale  des 
Sciences,  le  17  novembre  dernier,  et  à  l'aide  desquelles  nous  avons 
déterminé  le  mouvement  des  ondes  à  la  surface  d'un  liquide  pesant, 
en  tenant  compte  de  l'adhésion  qui  existe  entre  ses  molécules. 


MÉMOIRE 


SUR 


LES  INTÉGRALES  DÉFINIES, 


LU  A  L'INSTITUT  LE  22  AOUT  1814, 


REMIS  AU  SECRÉTABIAT  POUR  ÊTRE  IMPRIME,  LE  14  SEPTEMBRE  1823. 


AVERTISSEMENT  DE  L'AUTEUR, 


Quoique  la  plupart  des  formules  auxquelles  j*étais  parvenu  dans  le  Mémoire 
qu'on  va  lire  aient  été  reproduites  dans  d'autres  Ouvrages  que  j'ai  publiés  à 
diverses  époques  (*),  et  quoique  j'aie  apporté  de  nouveaux  perfectionnements 
à  la  méthode  par  laquelle  j'avais  d'abord  établi  ces  formules,  néanmoins  l'ac- 
cueil favorable  que  cette  méthode  avait  primitivement  reçu  me  détermine  à 
publier  le  Mémoire  qui  la  renferme.  Seulement  j'ajouterai  quelques  notes  au 
bas  des  pages,  pour  indiquer  la  manière  de  simplifier  les  formules  ou  d'en 
tirer  de  nouveaux  résultats.  A  la  tète  du  Mémoire  est  placé  le  Rapport  de 
M.  Legendre,  qui  en  offre  l'analyse  en  peu  de  mots. 


(  1)  On  peut  voir,  à  ce  sujet,  les  Notes  du  Mémoire  stir  les  omles,  le  Résumé  fies  Leçons 
données  à  l'École  royale  Polytechnique^  le  XIX*  Cahier  du  Journal  de  cette  Ëcole,  et  un 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires.  On  trouve  aussi 
quelques  formules  extraites  du  Mémoire  qu'on  va  lire,  et  citées  par  M.  Legendre  dans  la 
cinquième  Partie  des  Exercices  de  Calcul  inlégnd. 


EXTRAIT  DU  PROCÈS-VERBAL 


DE   LA   SKANCE 


DE  LA  CLASSE  DES  SCIENCES  PHYSIQUES  ET  MATHÉMATIQUES 


DU   LUNDI   7   NOVEMBRE    1814. 


La  Classe  nous  a  chargés,  M.  Lacroix  cl  moi,  de  lui  rendre  compte  d'un 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  qui  lui  a  été  présenté  par  M.  Cauchy,  dans 
sa  séance  du  22  août  dernier. 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  est  intitulée  :  Des  équations  qui  auto^ 
risent  le  passage  du  réel  à  V imaginaire. 

Elle  nous  a  paru  avoir  un  objet  tout  autre  que  celui  que  le  titre  annonce?. 
Certaines  recherches  de  Calcul  intégral  ont  offert  parfois  des  résultats  dans 
lesquels  le  passage  du  réel  à  V imaginaire  a  été  employé  comme  une  sorte 
d'induction  qui,  n'étant  point  assez  évidente  par  ellc-méïne,  avait  besoin 
d'être  confirmée  par  des  démonstrations  directes  et  rigoureuses.  Mais  l'em- 
ploi que  M.  Cauchy  fait  des  imaginaires  dans  la  première  Partie  de  son  Mé- 
moire n'a  rien  que  de  conforme  aux  règles  ordinaires  de  l'Analyse,  et  n'est 
sujet  à  aucune  difficulté. 

M.  Cauchy,  à  l'exemple  de  plusieurs  géomètres,  a  pris  pour  base  de  ses 
recherches  la  considération  des  intégrales  doubles,  qui,  en  effet,  a  de  grands 
rapports  avec  la  théorie  des  intégrales  définies,  et  qui  fournit  les  moyens  de 
varier  à  l'infini  les  transformations  de  ces  intégrales. 

Il  suppose  que  les  intégrales  doubles  qu'il  considère  sont  prises  entre  des 
limites  déterminées  pour  chaque  variable;  savoir  :  a'  et  a"  pour  la  variable  x; 
b'  et  b"  pour  la  variable  z.  On  peut  donc  imaginer  que  chaque  intégrale  double 

dont  il  s'agit,   /  /  vdxdz,  représente,  sur  une  surface  courbe  donnée,  la  por- 
tion d'aire  dont  la  projection  sur  le  plan  des  .r  et  s  est  un  rectangle  donné. 
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Celle  supposilion  d'une  figure  rectangulaire  restreint,  comme  on  voit,  retendue 

des  fonctions  représentées  par  la  formule    1   1  vdxdzy  puisque  cette  formule, 

considérée  dans  toute  sa  généralité,  représente  l'aire  qui  a  pour  projection,  sur 
le  plan  des  x  et  z,  une  figure  terminée  par  un  contour  quelconque. 

Ayant  pris  pour  r  une  fonction  quelconque  de  x  et  Zy  on  peut  procéder  de 

deux  manières  à  la  détermination  de  l'intégrale  double    /   /  vdxdzy  selon  que 

la  première  intégration  se  rapporte  à  la  variable  x  ou  qu'elle  se  rapporte  à  la 
variable  Zy  et  le  choix  entre  ces  deux  manières  d'opérer  n'est  pas  toujours  in- 
différent. Quelquefois  les  deux  intégrations  se  font  avec  facilité  en  commen- 
çant par  une  variable,  tandis  que,  si  l'on  commençait  par  l'autre  variable,  on 
rencontrerait  immédiatement  une  transcendante  qui  rendrait  la  seconde  inté- 
gration fort  difficile. 

Cette  difficulté,  au  reste,  quand^elle  a  lieu,  tourne  à  l'avantage  de  la  science, 
puisque,  sachant  a  priori  que  les  deux  résultats  doivent  s'accorder  entre  eux, 
on  a,  en  établissant  l'égalité,  une  formule  qui  donne  la  valeur  d'une  intégrale  à 
laquelle  les  procédés  directs  de  l'intégration  ne  seraient  point  applicables. 
(]'esl  ainsi  que  quelques  géomètres  sont  parvenus  à  différents  résultats  plus 
ou  moins  remarquables  dans  la  théorie  des  intégrales  définies. 

M.  Cauchy  ne  s'est  point  occupé  de  ce  genre  d'intégrales,  et  il  a  considéré 
seulement  celles  où  l'on  peut  exécuter  immédiatement  la  première  intégra- 
lion,  tant  par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  z, 

11  est  facile  de  trouver  généralement  une  valeur  de  la  fonction  v  qui  satis- 
fasse à  cette  condition  :  il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  une  différentielle  com- 
plète pdx  -h  qdz,  et  de  faire  v  égal  à  l'un  des  membres  de  l'équation  de 

condition  xz  ^^  a"  ^^^  moyen  est  général;  mais  M.  Cauchy  détermine  par  des 
uz        ox 

procédés  particuliers  les  fonctions  dont  il  veut  faire  usage. 

Il  observe  d'abord  que,  y  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  z,  ei 
Y  une  fonction  de  r,  le  produit  Ydf  sera  une  différentielle  complète,  et  four- 
nira entre  les  coefficients  de  dx  et  de  dz  l'équation  connue,  laquelle  peui 
être  vérifiée  immédiatement  par  la  différentiation. 

Supposant  ensuite  qu'au  lieu  de  y  on  mette 

M-+-Nv^ï, 

M  et  N  étant  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  z,  l'équation  de  condition  relative 
à  la  différentielle  Ydy^  étant  développée,  se  partagera  en  deux  autres»  comme 
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cela  a  lieu  dans  toute  équation  qui  contient  à  la  fois  des  parties  réelles  et  des 
parties  imaginaires. 

Ces  deux  équations  donnant  chacune  une  quantilé  qui  peut  être  prise  pour  i', 
il  multiplie  les  deux  membres  de  chaque  équation  par  dxdz;  il  intègre  d'un  côté 
par  rapport  à  x,  de  l'autre  par  rapport  à  s  :  il  obtient  ainsi  deux  équations  entre 
des  intégrales  définies,  les  unes  relatives  à  la  variable  œ^  les  autres  relatives 
à  la  variable  z.  Ces  équations  offrent,  en  général,  un  moyen  de  transformation 
qui  peut  conduire  à  la  détermination  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

(^ette  méthode  est  d'autant  plus  féconde,  que  les  limites  des  intégrales,  tant 
par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  ;:,  peuvent  être  prises  à  volonté,  et  que, 
dans  le  cas  surtout  où  l'on  prend  pour  limites  o  et  oo ,  les  équations  se  sim- 
plifient et  peuvent  offrir  des  résultats  élégants. 

L'emploi  des  imaginaires  dans  la  méthode  de  M.  Cauchy  a  l'avantage  d(» 
fournir  à  la  fois  deux  formules  composées  de  fonctions  qui  ont  entre  elles  les 
rapports  d'analogie  qu'elles  doivent  à  leur  source  commune. 

Ces  formules  se  simplifient  encore  suivant  les  suppositions  qui  peuvent  faire 
partager  chaque  équation  de  condition  en  deux  autres.  Ainsi,  en  prenant  pour 
fonction  principale  r  - />cosr,  p  ei  r  étant  des  fonctions  de  jc;  substituant 
ensuite  M-nNy/— i  au  lieu  de  x,  l'équation  de  condition  relative  à  la  diffé- 
rentielle exacte  dy  se  partage  en  deux  autres,  à  raison  des  imaginaires,  et  cha- 
rune  de  celles-ci  se  partage  de  nouveau  en  deux  autres,  à  raison  des  expo- 
nentielles qui  naissent  du  développement  de  cosr,  et  dans  lesquelles  les 
termes  affectés  d'un  exposant  positif  peuvent  se  séparer  des  termes  affectés 
(l'un  exposant  négatif.  On  obtient  donc  alors  quatre  équations  de  condition, 
dont  chaque  membre  peut  être  pris  pour  r,  et  qui  donnent  ainsi  quatre  équa- 
tions entre  des  intégrales  définies  tirées  d'une  même  source. 

Tels  sont  les  principes  sur  lesquels  M.  Cauchy  a  établi  les  nombreuses  for- 
mules qui  composent  la  première  Partie  de  son  Mémoire.  Ces  formules  et  les 
corollaires  qu'il  en  déduit,  dans  différentes  hypothèses  sur  les  limites  des  inté- 
jçrales,  ont  une  grande  généralité,  et  les  applications  que  l'auteur  en  donn<i 
fournissent  plusieurs  résultats  intéressants. 

Le  reste  du  Mémoire  présente  une  théorie  qui  appartient  presque  entière- 
ment à  l'auteur,  et  qui  paraît  mériter  l'attention  des  géomètres. 

En  appliquant  ses  formules  à  divers  exemples,  M.  Cauchy  n'a  pas  tardé  à 
reconnaître  que,  dans  certains  cas,  ces  formules  étaient  en  défaut;  c'est-à- 
dire,  qu'on  n'obtenait  pas  le  même  résultat  en  intégrant  d'abord  par  rapport 
ù  X,  ensuite  par  rapport  à  ;:,  ou  en  suivant  une  marche  contraire. 

Pour  faire  voir  clairement  l'objet  de  la  difficulté,  prenons  pour  exemple  la 

4i. 
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(lifTérenlielle  de  l'arc  dont  la  langenle  esl*->  cl  soit  r  Tun  des  membres  de 
l'équation  de  condition  à  lac^uelle  les  coefficicnls  de  cette  différentielle  doivent 
satisfaire.  Si  l'on  cherche  la  valeur  de   l'inlé^ale  double    /   /  vdxdz,  prise 


r 


entre  les  limites  o  et  i,  tant  pour  jc-  que  pour  z,  on  trouvera  que  le  résultat  est  71 

quand  on  commence  le  calcul  par  l'intégration  relative  à  ^,  et  qu'il  est,  au 
l'onlraire,  —  y»  lorsque  les  intégrations  se  font  dans  Tordre  inverse. 

La  différence  de  ces  deux  résultats  s'explique  aisément,  si,  au  lieu  de 
[uendre  les  intégrales  dans  les  limites  désignées,  on  les  prend  depuis  x  —  a 
jusqu'à  cT  -- 1,  et  depuis  z^:^  jusqu'à  z-—i,  a  et  6  étant  des  quantités  posi- 
tives infiniment  petites.  Alors  les  deux  manières  d'évaluer  l'intégrale  double 


fi 

o 


donnent  un  seul  et  même  résultat,  lequel  est  y  —  arctang-*  On  voit  donc  qiie 

ce  résultat  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs,  suivant  le  rapport  qu'on  établit 

entre  les  quantités  infiniment  petites  a  et  6. 

g 

Lorsqu'on  fait  -  —  o,  ce  qui  revient  à  faire  la  première  intégration  par  rap- 

port  à  z,  depuis  -3—0  jusqu'à  z-=zi,  le  résultat  est  j-  Lorsqu'au  contraire  on 

fait  s  -  o,  ce  qui  revient  à  faire  la  première  intégration  par  rapport  à  x,  de- 
5 

puis  X  --  o  jusqu'à  .r  — - 1,  le  résultat  est  ^  —  -  ou  —  ^  :  d'où  l'on  voit  que  l'in- 

4       -^  4 


T 


légrale  doid)le,  dans  le  premier  cas,  doit  être  corrigée  de >  pour  donner  U 


2 


même  résultat  qu'on  obtient  par  la  seconde  manière  d'opérer,  en  prenant 
d'abord  l'intégrale  par  rapport  à  jt. 

Après  avoir  reconnu  l'existence  des  anomalies  que  peut  offrir  la  détermina- 
tion des  intégrales  doubles,  M.  Cauchy  a  dû  rechercher  la  cause  générale  qui 
les  produit.  11  a  trouvé  que  cette  difficulté  avait  lieu  toutes  les  fois  qu'après  la 
première  intégration,  la  fonction  sous  le  signe  était  indéterminée  ou  de  lu 
forme  {j,  pour  des  valeurs  de  w  et  de  z  comprises  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale. Il  observe  à  ce  sujet  que  l'indétermination  qui  a  lieu  pour  des  fonctions 
(le  deux  variables,  est  essentiellement  différente  de  celle  qu'cm  observe  à  l'é- 
gard des  fonctions  d'une  seule  variable.  Dans  celles-ci,  il  y  a  toujours  um* 
limite  déterminée  pour  la  quantité  qui  se  présente  sous  la  forme  J.  Dans  le> 
autres,  au  contraire,  il  n'y  a  aucune  limite  fixe,  à  moins  d'établir  une  relation 
(»ntre  les  différences  des  deux  variables  qui,  de  leur  nature,  sont  indé|ieii- 
dantes  l'une  de  l'autre.  C'est  ainsi  que,  dans  l'exemple  rapporté  ci-dessus,  te 
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résultai  prend  toutes  les  valeurs  possibles  entremet  —y»  selon  les  valeurs 

diverses  qu*on  attribue  au  rapport  3- 

Il  ne  suffisait  pas  de  connaître  la  cause  générale  des  anomalies  dont  nous 
venons  de  parler;  il  fallait  encore  déterminer  exactement  la  correction  néces- 
saire pour  rétablir  l'égalité  entre  les  deux  résultats  obtenus  par  les  deux  ma- 
nières d'effectuer  les  intégrations.  Cette  queslion,  considérée  en  général,  était 
à  la  fois  délicate  et  épineuse.  M.  (^auchy  l'a  pleinement  résolue,  au  moyen 
d'une  formule  intégrale  composée  de  quatre  parties,  de  deux  ou  d'une  seule- 
ment, suivant  que  le  point  où  l'indétermination  a  lieu  est  situé  au  dedans  du 
rectangle  de  projection,  sur  un  de  ses  côtés,  ou  à  l'un  de  ses  angles. 

Ces  sortes  d'intégrales,  que  l'auteur  appelle  intégrales  singulières,  ne  s'é- 
tendent qu'infiniment  peu  autour  du  pdint  donné,  c'est-à-dire  qu'elles  scnit 
prises  dans  une  partie  infiniment  petite  de  l'aire  qui  avoisine  le  point  donné, 
sans  sortir  du  rectangle  de  projection,  et  cette  circonstance  contribue  beau- 
coup à  en  faciliter  la  détermination. 

M.  Caucby  revient  donc  aux  formules  principales  qu'il  a  données  dans  la 
première  Partie,  et  il  donne,  à  l'aide  des  intégrales  singulières,  la  correction 
qui  doit  être  appliquée  à  ces  formules  pour  tous  les  points  d'indétermination 
compris  dans  les  limites  de  l'intégrale,  et  suivant  la  position  de  ces  points  sur 
le  rectangle  de  projection. 

Après  avoir  exposé  les  méthodes  générales,  M.  Cauchy  en  donne  un  grand 
nombre  d'applications  qui  démontrent  l'utilité  et  la  fécondité  de  ces  mé- 
thodes. 

Dans  cette  partie  du  Mémoire  de  M.  Cauchy,  on  retrouve  presque  toutes  lc»s 
formules  connues,  relatives  au  genre  de  fonctions  qu'il  a  considérées,  et  plu- 
sieurs d'entre  elles  y  sont  présentées  d'une  manière  plus  générale  qu'elles 
ne  l'ont  été  jusqu'à  présent.  On  y  voit  aussi  des  formules  intégrales  qui  sont 
entièrement  nouvelles  et  qui  méritent  de  fixer  l'attention. 

Dans  le  nombre  des  premières  intégrales,  nous  citerons  la  belle  formule 

--'  M.  Cauchy  parvient  très  facilement 

à  la  valeur  de  cette  intégrale;  et  ce  qui  est  remarquable,  c'est  que  la  formule» 
qui  la  détermine  est  uniquement  composée  d'intégrales  singulières. 

'—'  La  formuh 

o 

latîve  à  cette  intégrale  peut  être  réputée  nouvelle  à  quelques  égards,  quoi- 
qu'elle se  déduise  aisément  des  formules  connues. 


le  re- 
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(]clte  intégrale  est  remarquable  en  ce  qu'elle  serait  infinie  si  on  la  prenait 
seulement  jusqu'à  x-i;  mais  au  delà  de  jt  —  i,  l'infini  se  reproduit  en  signe 
contraire,  et  le  résultat  total  est  une  quantité  finie. 

Parmi  les  formules  qui  appartiennent  entièrement  à  M.  Cauchy,  nous  devons 

,,.     ,       ,      /'^sinax      dx  .  .         * 

citer  Imtégrale    /     -7—7 ^»  et  trois  autres  du  môme  genre,  dont  per- 

•^  o 

sonne  n'avait  encore  donne  la  valeur.  M.  Cauchy  les  trouve  d'abord  par  une 
méthode  qui  suppose  a  <  6;  ensuite  il  se  sert  d'une  autre  méthode  pour  dé- 
lerminer  les  mêmes  intégrales  dans  le  cas  où  l'on  a  a  >  6. 

Nous  avons  vérifié  ces  intégrales  par  des  méthodes  qui  nous  sont  propres, 
et  nous  les  avons  trouvées  exactes,  sauf  quelques  cas  particuliers  dans  la  dis- 
cussion desquels  l'auteur  n'était  point  entré.  11  faut  observer,  d'ailleurs,  à  l'égard 
de  ces  différences,  que  les  formules  de  ce  genre  offrent  quelques  cas  où  la  loi 

de  continuité  est  violée.  Une  de  ces  formules,  entre  autres  (  c'est  l'intégrale 


r 


jcç,o^  Ci  JC     djc 
;.-  -. 1  )>  augmente  ou  diminue  tout  d'un  coup  de  jw,  lorsque  le 

^\W  u  JC      I  ~T~  JC     I 


a 


rapport  j  >  qui  d'abord  est  supposé  égal  à  un  nombre  entier,  diminue  ou  aug- 
mente d'une  quantité  infiniment  petite. 

Cette  difficulté  n'était  point  résolue  dans  le  Mémoire  de  M.  Cauchy  :  mais, 
sur  l'observation  qui  lui  a  été  faite  de  l'inexactitude  de  sa  formule  dans  le  cas 
de  a  :=  6,  il  a  donné  pour  réponse  deux  Suppléments  qui  contiennent  la  vraie 
solution  de  cette  difficulté  et  de  quelques  autres  semblables. 

Dans  un  sujet  de  pure  Analyse,  nous  ne  pouvons  guère  donner  une  idée  plus 
détaillée  du  Mémoire  de  M.  Cauchy,  qui  embrasse  un  grand  nombre  d'objets, 
quoiqu'il  ne  traite  pas  à  beaucoup  près  de  tous  ceux  qui  appartiennent  à  la 
théorie  des  intégrales  définies. 

Nous  n'examinerons  pas  si  les  nouvelles  méthodes  de  M.  Cauchy  sont  plus 
simples  que  celles  qui  étaient  déjà  connues,  si  leur  application  est  plus  facile, 
et  si  l'on  peut  trouver  par  leur  moyen  quelque  résultat  que  ne  pourraient 
donner  les  méthodes  connues  :  car,  quand  môme  on  répondrait  négativement 
à  ces  différentes  questions,  il  n'en  resterait  pas  moins  à  l'auteur  le  mérite, 

I*»  D'avoir  construit,  par  une  marche  uniforme,  une  suite  de  formules  gé- 
nérales, propres  à  transformer  les  intégrales  définies  et  à  en  faciliter  la  déter- 
mination; 

2«  D'avoir  remarqué  le  premier  qu'une  intégrale  double,  prise  entre  des 
limites  données  pour  chaque  variable,  n'offre  pas  toujours  le  même  résultat, 
dans  les  deux  manières  d'effectuer  les  intégrations; 
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« 

3"  D'avoir  délerminé  la  cause  de  celle  différence  et  d'en  avoir  donné  la  me- 
sure exacle,  au  moyen  des  intégrales  singulières,  dont  l'idée  apparlienl  à  l'an- 
teur,  et  qui  peuvent  ôlre  regardées  comme  une  découverte  en  Analyse; 

4"  Enfin  d'avoir  donné,  par  ses  méthodes,  de  nouvelles  formules  inlégrales 
fort  remarquables,  qui  peuvenl  bien  se  déduire  des  méthodes  connues,  mais 
auxquelles  personne  n'était  encore  parvenu. 

Il  nous  paraît,  par  tous  ces  motifs,  que  M.  (]auchy  a  donné,  dans  ses  re- 
cherches sur  les  intégrales  définies,  une  nouvelle  preuve  de  la  sagacité  (pi'il  a 
montrée  dans  plusieurs  de  ses  autres  productions;  nous  pensons  donc  que  son 
Mémoire  est  digne  de  l'approbation  de  la  Classe,  et  d'être  imprimé  dans  le 
Recueil  des  Savants  étrangers. 

Fait  à  rinstitut,  le  7  iiovcinbrc  181^. 

Signé  Lacroix,  Leiîendre,  Rapporteur, 


La  Classe  approuve  le  Rapport  et  en  adopte  les  conclusions. 
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INTRODUCTION.      . 

La  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  se  réduit,  en  dernière 
analyse»  à  l'évaluation  des  intégrales  définies;  aussi  les  géomètres  se 
sont-ils  beaucoup  occupés  de  leur  détermination.  On  trouve,  à  cet 
égard,  une  foule  de  théorèmes  curieux  et  utiles  dans  les  Mémoires  et  le 
Calcullntégral  d'Euler,  dans  plusieurs  Mémoires  de  M.  Laplace,  dans 
ses  Recherches  sur  les  approximations  de  certaines  formules,  et  dans  les 
Exercices  de  Calcul  intégral  de  M.  Legendre.  Mais,  parmi  les  diverses 
intégrales  obtenues  par  les  deux  premiers  géomètres  que  je  viens  de 
citer,  plusieurs  ont  été  découvertes  pour  la  première  fois  à  l'aide  d'une 
espèce  d'induction  fondée  sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  Les 
passages  de  cette  nature  conduisent  souvent  d'une  manière  très  prompte 
à  des  résultats  dignes  de  remarque.  Toutefois  cette  portion  de  la 
théorie  est,  ainsi  que  Ta  observé  M.  Laplace,  sujette  à  plusieurs  diffi- 
cultés. Aussi,  après  avoir  montré,  dans  le  calcul  des  fonctions  généra- 
trices, les  ressources  que  l'Analyse  peut  retirer  de  semblables  considé- 
rations, l'auteur  ajoute  :  «  On  peut  donc  considérer  ces  passages 
comme  des  moyens  de  découvertes  semblables  à  l'induction  dont  les 

(  *  )  Mémoires  présentés  par  dhers  savants  à  V  Académie  royale  des  Sciences  de  r  Institut 
fie  France  et  imprimés  par  son  ordre.  Sciences  mathématiques  et  physiques.  Tome  I.  Imprimé, 
par  autorisation  du  Roi,  à  rimprimerie  royale;  1827. 

Œuvres  de  G,  —  S.  I,  1. 1.  4^* 
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géomètres  font  depuis  longtemps  usage.  Mais  ces  moyens,  quoique 
employés  avec  beaucoup  de  précaution  et  de  réserve,  laissent  toujours 
k  désirer  des  démonstrations  de  leurs  résultats.  »  Pour  obvier  à  cet 
inconvénient,  l'auteur  a  eu  soin  de  confirmer  par  d'autres  méthodes 
les  valeurs  des  intégrales  qu'il  avait  trouvées.  Quant  k  celles  d'Euler, 
M.  Poisson  a  fait  voir,  dans  le  Bullelin  de  la  Société  phibmaihique^ 
n°  42,  et  dans  le  Journal  de  V École  royale  Polytechnique,  t.  IX, 
qu'on  pouvait  les  obtenir,  soit  par  des  intégrations  doubles,  soit  par 
l'intégration  d'équations  différentiejles  du  second  ordre.  Après  avoir 
réfléchi  sur  cet  objet,  et  rapproché  les  uns  des  autres  les  divers  résul- 
tats ci-dessus  mentionnés,  j'ai  conçu  l'espoir  d'établir  le  passage  du 
réel  k  l'imaginaire  sur  une  analyse  directe  et  rigoureuse;  et  mes  re- 
cherches m'ont  conduit  k  la  méthode  qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire, 
et  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots.  On  ne  verra  peut-être  pas  sans 
intérêt  comment  une  des  difficultés  que  ce  sujet  présente  peut  non 
seulement  être  éclaircie,  mais  encore  tourner  au  profit  de  l'Analyse,  et 
se  transformer,  pour  ainsi  dire,  elle-même  en  un  nouveau  moyen  d'in- 
tégration. 

Lorsque,  dans  une  intégrale  simple  ou  relative  k  une  seule  variable  j, 
on  remplace  cette  variable  unique  par  une  fonction  quelconque  de 
deux  autres  variables  x  et  z^  les  deux  coefficients  différentiels  de  l'in- 
tégrale, pris,  l'un  par  rapport  k  x^  l'autre  par  rapport  k  z,  se  trouvent 
tous  deux  dégagés  du  signe  d'intégration,  et  représentent  simplement 
deux  nouvelles  fonctions  de  j?  et  de  z.  Mais  ces  deux  fonctions  ont  entre 
elles  une  relation  qui  mérite  d'être  remarquée  :  c'est  que  le  coefficient 
différentiel  de  la  première,  pris  par  rapport  k  z,  est  égal  au  coefficient 
différentiel  de  la  seconde,  pris  par  rapport  k  x.  Ce  résultat  se  déduit,  k 
la  vérité,  de  cette  seule  considération,  que,  l'intégrale  pouvant  être 
censée  représenter  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  z,  sa  différen- 
tielle de  second  ordre,  prise  relativement  k  ces  deux  variables,  doit  rester 
la  même,  dans  quelque  ordre  que  les  différentiations  aient  été  faîtes. 
Mais,  si  cette  preuve  ne  semble  pas  assez  rigoureuse,  on  lèvera  toute 
incertitude  en  vérifiant  immédiatement,  par  la  seule  différentiation  des 
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deux  fonctions  que  Ton  considère,  l'égalité  de  leurs  coefficients  diffé- 
rentiels. Cette  égalité  ou  équation  subsiste  dans  le  cas  même  où  la 
fonction  de  x  et  de  z,  qui  remplace  la  variable  y,  est  en  partie  réelle, 
en  partie  imaginaire,  et  se  partage  alors  en  deux  équations  nouvelles, 
dont  chacune  peut  toujours  être  vérifiée  directement  par  la  seule  diffé- 
rentiation.  Celles-ci  sont  encore  semblables  à  Téquation  qui  leur  a 
donné  naissance,  et  peuvent  elles-mêmes,  dans  plusieurs  cas,  se  par- 
tager chacune  en  deux  équations  de  même  forme.  Dans  toutes  ces  équa- 
tions, une  fonction  de  x  et  de  2,  différentiée  par  rapport  à  z  et  divisée 
par  dzy  se  trouve  égalée  à  une  autre  fonction  de  x  et  de  5,  différentiée 
par  rapport  à  a?  et  divisée  par  dx.  Nous  allons  maintenant  développer 
les  avantages  que  présentent,  dans  la  théorie  des  intégrales  définies, 
les  équations  différentielles  dont  il  s'agit. 

Si,  dans  une  équation  de  cette  forme,  on  multiplie  les  deux  membres 
par  dxdz,  et  qu'on  se  propose  ensuite  de  les  intégrer,  par  rapport  k  x 
et  à  5,  entre  des  limites  déterminées  de  ces  deux  variables,  on  ob- 
tiendra une  équation  entre  deux  intégrales  doubles.  Mais,  comme  les 
deux  membres  de  l'équation  donnée,  multipliés,  le  premier  parrfs,  le 
second  par  dxy  deviennent  des  différentielles  exactes  relativement  aux 
variables  z  et  x^  on  pourra  immédiatement  effectuer  de  part  et  d'autre 
une  première  intégration;  et  l'on  obtiendra  par  suite  une  équation 
entre  deux  espèces  d'intégrales  définies  relatives,  les  unes  à  la  va- 
riable 07,  les  autres  à  la  variable  z.  On  peut  donc,  à  l'aide  des  considé- 
rations précédentes,  établir  des  équations  entre  des  intégrales  définies 
de  nature  fort  différente,  et  les  transformer  les  unes  dans  les  autres. 
Dans  plusieurs  cas,  on  détermine  facilement  les  valeurs  de  quelques- 
unes  d'entre  elles,  et  l'on  en  déduit  alors  les  valeurs  d'autres  intégrales 
plus  compliquées.  Enfin,  si  les  intégrales  que  l'on  considère  ne  peuvent 
s'obtenir  en  termes  finis,  on  pourra  du  moins  les  ramener  à  d'autres 
plussinxples  ou  plus  faciles  à  calculer. 

Les  diverses  applications  qu'on  peut  faire  de  la  théorie  précédente 
sont  relatives  aux  diverses  fonctions  de  a?  et  de  5  qui  peuvent  rem- 
placer la  variable  j.  Parmi  les  hypothèses  sans  nombre  qu'on  peut  faire 
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à  cet  égard,  j'ai  choisi  celles  qui  m'ont  paru  les  plus  simples.  J'ai 
obtenu  de  cette  manière  la  plupart  des  intégrales  déjà  connues  et  plu- 
sieurs autres  qui  me  paraissent  nouvelles;  enfin  des  formules  générales 
qui,  par  les  rapprochements  qu'elles  offrent,  semblent  devoir  mériter 
l'attention  des  géomètres. 

La  méthode  que  je  viens  d'exposer  est  fondée,  comme  on  voit,  sur 
des  principes  claiï»s  et  faciles  à  saisir;  mais  elle  suppose  qu'il  est  tou- 
jours aisé  de  convertir  les  intégrales  indéfinies  en  intégrales  définies; 
et  le  passage  des  unes  aux  autres  offre,  dans  la  pratique,  plusieui's 
difficultés  qu'il  est  bon  de  faire  disparaître,  afin  de  tirer  de  la  méthode 
le  parti  le  plus  avantageux  possible. 

La  première  difficulté  qui  se  présente  regarde  les  fonctions  d'une 
seule  variable.  Si  une  intégrale  indéfinie  est  exprimée  par  une  certaine 
fonction  de  la  variable  augmentée  d'une  constante  arbitraire,  la  même 
intégrale,  prise  entre  deux  limites  données,  a  et  è,  sera  exprimée  en 
général  par  la  différence  des  valeurs  de  la  fonction  relative  à  ces  deux 
limites.  Toutefois  ce  théorème  n'est  vrai  que  dans  le  cas  où  la  fonction 
trouvée  croit  ou  décroît  d'une  manière  continue  entre  les  deux  limites 
dont  il  s'agit.  Mais  si,  lorsqu'on  fait  croître  la  variable  par  degrés  in- 
sensibles, la  fonction  trouvée  passe  subitement  d'une  valeur  à  une 
autre,  la  variable  étant  toujours  comprise  entre  les  limites  de  l'intégra- 
tion, la  différence  de  ces  deux  valeurs  devra  être  retranchée  de  l'inté- 
grale définie  prise  a  l'ordinaire,  et  chacun  des  sauts  brusques  que 
pourra  faire  la  fonction  trouvée  nécessitera  une  correction  de  même 
nature.  On  obtient  facilement  cette  règle  en  considérant  l'intégrale 
proposée  comme  la  somme  des  éléments  qui  correspondent  aux  diverses 
valeurs  de  la  variable,  et  partageant  la  somme  totale  en  autant  de 
sommes  partielles  qu'il  y  a  de  sauts  brusques,  plus  un,  dans  la  fonction 
trouvée. 

Les  autres  difficultés  sont  relatives  aux  intégrales  doubles  dans  les- 
quelles, après  une  première  intégration,  la  fonction  sous  le  signe   | 

devient,  pour  certaines  valeurs  des  variables,  infinie  ou  indéterminée. 
Dans  la  méthode  ci-dessus  exposée,  le  dernier  cas  est  le  seul  qui  se 
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présente;  et  ce  n'est  jamais  que  pour  des  valeurs  déterminées  de  l'une 

et  l'autre  variable,  que  les  fonctions  sous  le  signe   /  prennent  la  forme  J. 

Dans  une  semblable  hypothèse,  les  intégrales  doubles  que  l'on  consi- 
dère sont  entièrement  indéterminées;  et  lorsqu'on  parvient  à  les  inté- 
grer complètement  relativement  aux  deux  variables  données  x  et  z, 
elles  obtiennent  en  effet  deux  valeurs  différentes  Tune  de  l'autre,  sui- 
vant que  l'on  substitue  les  valeurs  de  x  avant  celles  de  2,  et  récipro- 
quement. Quoi  qu'il  en  soit,  parmi  le  nombre  infini  de  valeurs  que 
peuvent  obtenir  ces  intégrales  doubles,  il  en  est  deux  qu'on  doit  soi- 
gneusement distinguer  de  toutes  les  autres,  et  qui  jouissent  d'un  carac- 
tère part-iculier  propre  à  les  faire  reconnaître.  Mais,  avant  d'établir 
cette  distinction,  il  est  nécessaire  de  rappeler  en  peu  de  mots  les 
principes  sur  lesquels  repose  la  détermination  des  valeurs  des  fonctions 
à  une  ou  à  plusieurs  variables. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  seule  variable  x  se  présente,  pour  une 
certaine  valeur  a  de  cette  variable,  sous  la  forme  \,  elle  n'est  pas  indé- 
terminée, mais  elle  a  pour  valeur  la  limite  dont  elle  s'approche  sans 
cesse  à  mesure  que  x  —  a  décroit.  Au  contraire,  si  une  fonction  de  x 
et  de  z  prend  la  forme  \  pour  les  valeurs  x  =  a,  z  =  b,  de  ces  deux 
variables,  elle  sera  totalement  indéterminée,  et  tendra  vers  des  limites 
différentes,  selon  qu'en  faisant  décroître  simultanément  les  différen<*es 
;r  —  a,  z  —  b^  on  établira  entre  ces  deux  différences  tel  ou  tel  autre 
rapport.  Cependant  on  obtiendra  Une  limite  déterminée,  si  l'on  néglige 
la  différence  x  —  a  relativement  à  la  différence  5  —  6,  et  une  autre  li- 
mite aussi  déterminée,  mais  différente  de  la  première,  si  l'on  néglige 
z  —  h  relativement  à  ^  —  a.  La  première  hypothèse  revient  à  considérer 
d'abord  x  comme  constant  et  z  seul  comme  variable,  puis  à  substituer, 
dans  cette  supposition,  la  valeur  de  s,  et,  après,  la  valeur  de  x  :  c'est 
ce  que  nous  appellerons  substituer  la  valeur  de  z  avant  celle  de  x.  Le 
contraire  aura  lieu  dans  la  seconde  hypothèse.  Ainsi  l'on  peut  dire  que 
la  fonction  obtient  deux  valeurs  différentes,  mais  toutes  deux  détermi- 
nées suivant  l'ordre  dans  lequel  on  substitue  les  valeurs  des  variables. 
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Pour  appliquer  ces  principes  à  la  détermination  des  intégrales 
doubles  définies,  il  suffit  d'observer  qu'une  intégrale  double  étant  la 
somme  des  éléments  relatifs  aux  diverses  valeurs  des  deux  variables, 
cette  intégrale  sera  nécessairement  déterminée,  si  tous  les  éléments 
ont  une  valeur  déterminée.  Cela  posé,  si,  pour  aucune  des  valeurs 
de  ^  et  de  s  comprises  entre  les  limites  de  l'intégrale,  la  fonction  sous 
le  signe  /  ne  prend  la  forme  J,  la  fonction  de  deux  variables  qui  ré- 
sultera d'une  première  intégration  ne  pourra  jamais  devenir  indéter- 
minée, et,  par  suite,  l'intégrale  conservera  la  même  valeur  dans  quelque 
ordre  que  les  substitutions  soient  faites.  Si  le  contraire  avait  lieu,  on 
en  serait  averti  par  cette  circonstance  remarquable,  que  la  fonction 
de  X  et  de  z,  résultant  d'une  première  intégration,  acquerrait,  pour 
certaines  valeurs  des  variables  comprises  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale double,  une  forme  indéterminée.  Dans  cette  hypothèse,  l'inté- 
grale cherchée  obtient  deux  valeurs  déterminées,  mais  différentes  l'une 
de  l'autre,  suivant  que,  dans  tous  les  éléments  à  la  fois,  on  substitue 
les  valeurs  de  x  avant  celles  de  z,  ou  les  valeurs  de  z  avant  celles  de  x. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment,  dans  le  calcul,  on  peut  avoir 
égard  à  l'ordre  de  ces  substitutions. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  substituer  les  valeurs  de  a- 
avant  celles  de  z.  Alors,  si  l'on  effectue  la  première  intégration  par 
rapport  a  a?,  rien  n'empêchera  de  substituer  immédiatement  les  valeurs 
de  Xy  et  l'intégrale  double  cherchée  se  trouvera  remplacée  en  général 
par  la  différence  de  deux  intégrales  'définies  relatives  à  z.  Mais,  si  Ton 
effectue  la  première  intégration  relativement  à  la  variable  s,  et  que, 
pour  un  système  de  valeurs  des  deux  variables  comprises  entre  les 
limites  de  l'intégrale,  la  fonction  obtenue  par  ce  moyen  prenne  une 
forme  indéterminée,  on  ne  pourra  substituer  immédiatement  les  va- 
leurs de  z,  puisqu'on  renverserait  ainsi  l'ordre  des  substitutions.  Au 
reste,  il  est  facile  de  voir  que  l'erreur  produite  par  ce  renversement 
porte  entièrement  sur  la  partie  de  l'intégrale  double  qui  correspond 
aux  systèmes  très  voisins  de  celui  qu'on  vient  de  citer  :  car  cette  partie 
est  la  seule  dont  les  éléments  n'aient  pas  une  valeur  déterminée.  Celte 


SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  335 

même  partie  obtient  une  valeur  nulle,  lorsqu'après  l'intégration  rela- 
tive  à  z,  on  y  substitue  immédiatement  les  valeurs  dez;  mais  elle  cesse 
de  s'évanouir,  lorsqu'avant  d'opérer  cette  substitution,  on  effectue 
l'intégration  relative  à  x.  Nous  sommes  donc  conduits,  par  ce  qui  pré- 
cède, à  considérer  une  espèce  particulière  d'intégrales  définies  dans 
lesquelles  les  limites  relatives  à  chaque  variable  sont  infiniment  rap- 
prochées l'une  de  l'autre,  sans  que  pour  cela  les  intégrales  soient 
nulles.  Je  les  désignerai  sous  le  nom  d'intégrales  singulières.  Une  inté- 
grale de  ce  genre  était  déjà  connue,  et  cette  intégrale  est  due  à  M.  Le- 
gendre,  qui,  dans  un  Supplément  aux  Exercices  de  Calcul  intégral,  a, 
le  premier,  appelé  sur  cet  objet  l'attention  des  géomètres.  Ces  der- 
nières intégrales  peuvent  être  employées  avec  avantage  dans  la  théorie 
des  intégrales  définies;  et  lorsque  l'on  considère  deux  variables,  elles 
servent  à  corriger  les  erreurs  dépendantes  de  l'ordre  des  substitutions. 
Elles  se  trouvent,  par  la  méthode  précédente,  introduites  dans  les 
équations  qui  déterminent  les  valeurs  des  intégrales  définies;  et  sou- 
vent une  intégrale  définie  est  exprimée  par  la  somme  de  plusieurs 
intégrales  singulières. 

Ce  qu'il  y  a  de  remarquable  et  de  fort  heureux  en  même  temps, 
c'est  qu'on  peut  toujours  déterminer  les  valeurs  des  intégrales  singu- 
lières que  la  méthode  précédente  introduit  dans  le  calcul.  Ces  valeurs 
renferment,  en  général,  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 

les  fonctions  placées  sous  le  signe  /  dans  les  intégrales  que  l'on  con- 
sidère, et  les  racines  imaginaires  des  équations  qu'on  obtient  en  éga- 
lant à  zéro  les  dénominateurs  de  ces  mêmes  fonctions.  Ainsi,  toutes 
les  fois  qu'on  parvient  k  exprimer  une  intégrale  définie  dont  on  cherche 
la  valeur  par  la  somme  de  plusieurs  intégrales  singulières,  la  question 
n'est  pas  seulement  changée  de  nature,  mais  elle  est  même  complète- 
ment résolue.  On  trouvera  dans  le  présent  Mémoire  plusieurs  exemples 
de  ce  genre  de  calcul. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

DES  ÉQUATIONS  QUI  AUTORISENT  LE  PASSAGE  DU  RÉEL 

A  L'IMAGINAIRE. 


I. 


EXPOSITION    GENERALE   DE   LA   MÉTHODE. 


Soit/(/)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  j,  et  supposons 
que  j  soit  elle-même  une  fonction  de  deux  autres  variables,  x  et  z  :  le 
coefficient  différentiel  de  l'intégrale 

ff{r)dr. 

pris  relativement  à  x,  sera 

et  le  coefficient  différentiel  de  la  même  intégrale»  relativement  à  z, 
sera 

Quant  au  coefficient  différentiel  du  second  ordre,  pris  relativement 
aux  deux  variables  x  et  z,  il  pourra  être  désigné,  ou  par 


{m%] 


ôz 

ou  par 


{/i^i  %] 


dx 
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On  aura  donc 

^    '  ÔZ  '^  ()X  ' 

On  peut  vérifier  cette  équation  directement  par  la  seule  différentiation. 
On  a,  en  effet, 

dz  ~-'  ^^>  dx  dz      •'  ^■''  dz  dx 


[m  I] 


dx  ~'J  ^^^  dz  dx  '^^  ^^^  ôx  dz  ' 

d'où  l'on  déduit  l'équation  (i).  Cette  dernière  équation  subsiste,  quelle 
que  soit  la  fonction  de  a?  et  de  5  que  l'on  prenne  pour  j.  Elle  subsis- 
tera donc  encore,  si  l'on  suppose  cette  fonction  en  partie  réelle,  en 
partie  imaginaire.  Ainsi,  par  exemple,  si  M  et  N  désignent  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x  et  de  z,  on  pourra  faire 


7=:rM4-Nv/-i. 
Alors,  si  l'on  suppose 

/(M  H-  N  ^-"i)  =  F  -+-  P'^  v^, 

F^^_P"f  ^S,     P'^-P'^Çi^U, 
dx  dx  dz  dz 

dx  dx  dz  dz 

l'équation  (i)  deviendra 


dz       dz^  dx       dx 


Si,  au  lieu  de  supposer  j  =  M  -h  N  y'  —  i ,  on  eût  supposé  v  =  M  —  N  y  —  » . 
on  aurait  trouvé 

^_^j~— ^-^  ITT 

dz        dz^       ^  dx       dx^ 

OEuvres  de  C,  —  S.  I,  1. 1.  4^ 
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On  aura  donc  séparément  : 

\  ôz        Ox 
ÔT       dV 


I  ?1  —  ^ 

\  ôz       ôx 


On  peut  encore  vérifier  immédiatement  les  deux  équations  précé- 
dentes k  l'aide  de  la  seule  différentiation  des  quatre  quantités  dési- 
gnées par  S,  T,  U,  V.  Ces  deux  équations  renferment  toute  la  théorie 
du  passage  du  réel  à  l'imaginaire,  et  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  indi- 
,  quer  la  manière  de  s'en  servir. 

Supposons  qu'après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  chacune 
des  équations  (2)  par  dxdz^  on  se  propose  de  les  intégrer,  par  rap- 
port à  ar  et  a  :?,  entre  des  limites  réelles  de  ces  deux  variables.  Dési- 
gnons par 

S',  S^  T',  T*' 

les  valeurs  de  S  et  de  T  relatives  aux  deux  limites  de  s,  et  par 

L',  \]%  V,  V 

les  valeurs  de  U  et  de  V  relatives  aux  deux  limites  de  x.  Si,  entre  les 
limites  dont  il  s'agit,  les  quatre  quantités 

S,  T,  U,  V 

conservent  toujours  une  valeur  déterminée,  on  aura  généralement 

j    Cs''dx-  Çs'dx=  C{:''dz-  Cudz    ['), 
(    Cv'dx-  CTdx=  Cx'-dz-  Cv'dz, 

(1)  Les  équations  (3)  peuvent  étro  remplacées  par  une  seule  formule  imaginaire,  savoir  : 

I^  môme  remarque  s^appliquc  aux  équations  (4),  et  généralement  a  tous  les  systèmes  dV- 
qiiations  qui  seront  établis  dans  les  paragraplies  suivants,  chaque  système  de  deux  équations 
réelles  pouvant  être  remplacé  par  une  seule  formule  imaginaire. 
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Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  limites  relatives  à  .r 
soient  o  et  x,  et  les  limites  relatives  à  5î,  o  et  z  ;  enfin  désignons  par 

*  et  /  ce  que  deviennent  S  et  T  quand  z  :=  o, 

et  par 

u  et  V  ce  que  deviennent  U  et  V  quand  xr=zo. 

Les  deux  équations  précédentes  deviendront  , 

J'     Sdx  --  I    sdx=z  I     u  (Iz  —  1     u  dz^ 


f  f%X 


'     Tdx-^        tdx~        \dz-        vdz. 

0  *^0  •■'^0  *^0 

Nous  examinerons,  dans  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire,  le  cas  où  les 
valeurs  de  S,  T,  U,  V  deviennent  indéterminées  entre  les  limites  de  l'in- 
tégration. Quant  à  présent,  nous  nous  bornerons  a  montrer  par  quelques 
applications  l'usage  des  formules  que  nous  venons  de  trouver. 


H. 


PREMIERE   APPLICATION 


Faisons  M=^jc,'^  —  z,  on  aura 


dM  _        âN_         ÔM  ()N_ 

ô^^''     dx-""'      dz-^""*     1)^-' 

S==P',     U  =  ~P", 


Si  l'on  fait,  de  plus,  /{x)  —p,  /{±z^—  i)  =p  ±ip"\—  i,  on  aura 


tz=o,      v  =  p'; 


» 


43. 
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t't  par  suite  les  équations  (4)  deviendront 

i    f  P'  dx-  f  pdx:=  f  ii'dz-  f  P'dz    {'). 

/  -  X  1    *^0  •'0  *^0  *>^0 

i    r  P"  dx  :^  f    V'dz-  f  p'  dz. 

Les  équations  précédentes  supposent  que  P'  et  P"  conservent  tou 
jours  une  valeur  déterminée  entre  les  limites  dont  il  s'agit. 


(M  Si  Ton  a  égard  à  la  note  de  la  page  338,  et  si  Ton  désigne  avec  M.  Fourier  par  la 
nota  lion 


J  f(x)dx 

l'intégrale  définie  i  f(.z)tlx^  prise  entre  les  limites  x  =  x\  x  =  x\  on  reconnaîtra  que  les 
équations  (5)  peuvent  ôtre  remplacées  par  la  seule  formule 

(B)      f  f{x-^zy/~i)tlx-^  f  f(x)f/x=--^~;\    rf{x^z/^~i)fiz-  f  /(sv'-7)r/-l, 

et  les  équations  (6)  par  la  suivante  : 


(C) 


f  f{x-^b/^i)clx=  Ç  f(x)dx-s'-i  Ç  f(zyf^i)dz, 

Jo  t.'o  •'0 


Si,  dans  cette  dernière,  on  fait  successivement  a^  —  ao,  a  =  ce  ^ei  si  Ton  suppose  (\w 
f{x  -f-  z  y/--^)  s'évanouisse  pour  -t-  =  ±  «  ,  quel  que  soit  2,  on  trouvera 

r  f{x-,-by/^i)fix..  r  f(x)dx^y/~i   f  /{z/^i)dz, 

f     f{x  +  byr^i),lx=  (    f{x)dx-^\/^~i   {'  f{zyr-~i)'tz\ 

et  })ar  suite 

(D)  /     f{x'hb)f^)ffx=         f(x)ffx. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  Téquation  précédente  les  formules  (c),  page  31*».. 
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Exemple.  —  Si  l'on  suppose /(x)  =  c"^',  on  aura 


p  =L  e  ^  f  p  =  o. 


Cela  posé,  les  équations  (5)  deviendront 


Si,  dans  les  équations  (a),  on  suppose  infinie  la  seconde  limite  de  r, 
les  deux  quantités 

0  ««'o 


0 


I      - 

'ji 


s'évanouiront,  et  Ton  aura  simplement 

(/     e--^*  C0S2XZ  dx  =  e'^*  I     e-^'dx- 

/     I     e-**'  sin  ï:rz  Jx  =  e-^'  /    e^*dz. 

Ces  deux  dernières  équations  étaient  déjà  connues. 

Corollaire I.  —  Lorsque/(a7) est  une  fonction  paire  diix,/{±z\  —  \) 
est  en  général  une  fonction  réelle  de  z,  et  Ton  a,  dans  cette  hypo- 
thèse,/?"=o.  Si,  de  plus,  la  valeur  extrême  de  x  est  telle  que  P" 
s'évanouisse,  la  première  des  équations  (5)  deviendra 


f     P'dx=  /    pdx. 

0  *'^0 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  L  —  Soit/[x)  =/?  une  fonction  de  x  telle  que,  si  l'on  fait 

f{x±.z>r^i)^Y±Y'f^\,    ■ 
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P'  et  P"  conservent  une  valeur  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  z  comprises  entre  les  limites  a^  =  o,  a;  =  a,  z  =  o,  z  =  6;  et  qu'en 
outre  P"  s'éi^anouisse  aux  deux  limites  de  x,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
valeur  de  z.  Si  l'on  suppose,  dans  P',  z  =  6,  on  aura 


I   \ 
^c 


'     Vdx^l    pdx. 

0  •   0 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  valeur  a  de  x,  qui  rend  P"  nulle, 
est  infinie.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsqu'on  suppose 

« 

X*  étant  un  nombre  entier.  Si,  dans  cette  hypothèse,  on  fait  successive- 
ment k  =  i,  i  =  2,  .  . .,  l'équation 

j     V'dx—  j     pdx 
deviendra 

/     e-r'^**  cosubxdx  =^  j     e~^^ dxy 

f   e-'^*^^^'-''-^*  cos[^bx[x^  —  b^']']  dx=  I    e-^'dx. 


A.    0 


La  première  de  ces  équations  coïncide  avec  l'équation  [b)  trouvée 
ci-dessus. 

Corollaire  IL  —  Quand  la  valeur  extrême  de  x  est  telle  que  F  et  P" 
s'évanouissent  indépendamment  de  toute  valeur  de  z,  les  équations  (51 
se  réduisent  à 


(î  '.  < 


U'     P'  dx=  j    p  dx  -i-  r  p'^dz. 
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Si,  dans  la  première  de  ces  équations,  on  suppose  />'=  o,  on  re- 
trouvera le  théorème  ci-dessus  démontré. 

Corollaire  IIL  —  Si,  dans  les  équations  (6),  on  suppose 
n  étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

Soit,  pour  abréger, 

{x±z  >J'^\Y~'  =  X  dz  Z  v'~, 

F(r)  =  g, 

F(±  z  V ^)  =  q'±q''  v^^. 

On  trouvera 

P'z=Q'X-Q"Z,      P"=:Q'Z-4-Q''X,      pr-.qxn    I. 

On  aura,  de  plus,  si  n  est  un  nombre  impair, 
et  par  suite 


n— 1  .  « -i 


Au  contraire,  si  n  est  un  nombre  pair,  on  aura 


/ï— • 


et  par  suite 

On  aura  donc,  en  supposant,  dans  les  équations  (fi),  n  —  '2k-\-  \, 

f   (Q'X-Q'^Zjrfr^  r  qx^^dx-^{-r]''      f  q'^z'^f^dz, 

t      \  I   ^  »/o  t/o 

/     (Q'Z-+-Q"X)rfa:=:  ;_,)a-i/     q'z'^Jz; 
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ot,  en  supposant  n  =  si, 

(H)      (  *  ^ 


Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  on  fait  successivement  n  —  i,  n  =  •>., 
/;  =  3,  ^  =  4»  •  •  •»  on  trouvera 


pour  n  —  I, 

X      I, 

Zn^o; 

n      1, 

X      X, 

Z       2; 

n  —  3, 

\-X^'- 

-z\ 

Z       îjt:;; 

n_4, 

X  —  x^- 

-3:rs2, 

Z  -3^:2^- 

■    •    •    • 

Cela  posé,  la  première  des  équations  (7),  conjointement  avec  la  se- 
conde des  équations  (8),  fournira  les  résultats  suivants  : 


r  Q'rf:r=       f  q  dx    +  /   7 

•/o  va  vd 


•  0  *^ù  »^  • 


'    > 


'    '     I 
\9     i 


Ç^x'^dx-^iz    j     Q"xdx-hz^  j     Q'dx=—j     qx^(lx-h  j   q  :■ 
I    Q^'x^dx-'iz  I    Q'x^dx-h3z^'  j     Q'xdx-hz^f  Q'(/a:=  |    'j  - 


Au  pontraire,  la  seconde  des  équations  (7),  jointe  à  la  première  des 
équations  (8),  donnera 

f  Q"i/jr  r^  -  / 


7 


-  f  Q'xdx-h^z    I    Q"dx^-f    qxdx-j    7 

*/q  •'!)  t,'o  *  ♦• 


(".)  ' 


'     Q^'x^dx-oz    /     Q'xdx^z^j    (^dx -^  —  |    «/• 

f  i)'x^dx-3z  f  Q"x^dx-3z^  j    Q'xdx-^  z^  f  Q'dxzz^       j    qx^dx^  j    v* 
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Les  équations  (7),  (8),  (9)  et  (10)  supposent  que,  pour  la  valeur 
extrême  de  x,  les  quantités 

Q'X-Q'^Z,    Q'Z  +  Q'X, 

s'évanouissent  indépendamment  de  toute  valeur  de  s.  Si  la  valeur 
extrême  de  x  est  infinie,  il  suffira  que 

Q'j:«-»    et    Q"j7'»-» 

s'évanouissent  par  la  supposition  a?  =  oo  . 

Toutes  les  fois  que  les  valeurs  des  intégrales  dé  la  forme   /    qz^dz^ 

J'    qx'^^dx  seront  connues,  on  pourra  déduire  des  équations  (9)  les 
0 

valeurs  des  intégrales  de  la  forme 


f     Q':c2*(/jr,     /     Qu'ors*-»  rfx. 

0  «^  û 


De  même,  toutes  les  fois  que  les  valeurs  des  intégrales 


seront  données,  les  équations  (10)  feront  connaître  les  valeurs  des  in- 


tégrales 


On  peut  d'ailleurs,  sans  nul  inconvénient,  changer  dans  les  équations 
(9)  et  (10),  q  en  /?,  et  par  suite  q'  en/?',  9"  en/?",  Q'  en  P'  et  Q"  en  P". 
Cela  posé,  on  obtiendra  facilement  par  l'élimination  les  valeurs  des 
quatre  espèces  d'intégrales 

r  V'x^^dx,     f  V'x^^-'dx,     f  P"a:2*-»rfx,     f  V'^x^-'^dx, 

•/o  •^O  *'0  vo 

Œuvres  «/e  C.  —  S.  I,  t.  I.  44 
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Ces  valeurs  seront  comprises  dans  les  quatre  formules  suivantes  : 

1.2.3.4  -1 


+ 


Jo  .''0  L  '-^ 


lia     < 


I  ."2.3.4  J 

(_,)*     r  ^.'z^Arfi  -  ^2  r  p'z^''-'dz 


*"-'.^S»    2  2 


—  ■ — -! j:**-«3'H-...  Ipojr 

I .a.i  J 

+  (_,)*+«      /    p'z^i'-'dz-  zf    p'z^i'-^dz 

(1)  Les  équations  (11),  (12),  (i3)  et  (14)  peuvent  être  remplacées  par  la  seule  formule 
que  Ton  déduit  immédiatement  de  l'équation  (C),  en  substituant  le  produit  (x— 6|/— ij'^'yu» 
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Ces  formules  sont  principalement  utiles  dans  le  cas  ou  la  valeur 
extrême  de  x  est  infinie.  Mais  alors  V'x^'^  et  P"a?^*  doivent  s'évanouir 
lorsqu'on  suppose  a:  =  oo  .  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  II.  —  Soit  /{x)  =  p  une  fonction  de  x  telle  que,  si  l'on  fait 

P'  et  P"  conservent  une  valeur  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et 

de  z  comprises  entre  les  limites  j?  =  o,  j?  =  oo  ,  s  =  o,  z  =  i,  et  qu'en 

outre 

P:f2*    et    P'^x^A 

à  la  fonction /(j:).  Quant  aux  équations  (r/),  elles  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 
l     /     x«*    e-^^  ^^ibx dx  =  c-^*  l — ■— '—e-'*(ixy 

/     j:**-*^-*'  sm2^x/Ar  =  r-**  i      -^ — = c-'^ftx. 

Jq  Jq  1  y —  I 

Ajoutons  que  si,  dans  l'équation  (D),  on  remplace /(x)  par 
on  en  tirera 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(H)    '     ' 

Cette  dernière  formule  subsiste,  quel  que  soit  m.  Si  Ton  y  pose  /(.r)  =  c--*^*,  on  obtiendra 
réquatijn 


(1) 


1     /     x«->  sin(  — —  a6x)c-*'rfr 


que  j'ai  donnée  dans  un  Mémoire  sur  la  conversion  des  différences  finies  des  puissances  en 
intégrales  définies,  et  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  1822. 

44. 
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s'évanouissent,  quelle  que  soit  z,  pour  a?  =  oo  ;  si  Von  désigne  par  p  etp" 
ce  que  deviennent  V  et  P"  quand  z  =  o,  on  aura,  en  supposant  z  =  b,  les 
quatre  équations  (i  j),  (12),  [i3)et[i^),les  intégrales  relatives  à  x  étant 
prises  entre  les  limites  x  =  o,  x  =^  -x) ,  et  les  intégrales  relatives  à  z  entre 
les  limites  z  =  o,  z  =  b. 


Exemple. 

Soit 

/(^)- 

P- 

■■  e-\ 

on  aura 

P  -e^'e 

-X» 

C0S2XZ, 

P': 

-      e'' 

e- 

-x^ 

sinix:, 

p'      e-\ 

P"- 

=  0. 

On  aura  de 

plus 

I 

7 


Cela  posé,  si  Ton  fait  5  =  ^a,  les  équations  (12)  et  (i3)  deviendront 
respectivement 


j     x^f^     e--'cosaxdx='- '-^^jj;:^ ;:i  ^    *  |^,  _  _  «. 

/     x^^-^e--^' s\nax  dx=  ^ '—^ -7:^  e      K'^  j-^ 


(k-^i){k-hi\.,^k   ^   ~r  k     ,  kik^i' 

I  .2.3.1 

/r(/r-+-i)...(2/r  — i)    i    -Çf       /r— i    ,      (/r  — i)(/r  — 2)    . 

1 . 2 .  3 .  A .  :> 


On  peut  aussi  trouver  directement  les  valeurs  des  intégrales 

1     x^'^e-'-^*  cosaxdx,    j     x^^^*  e"-^*  sïnaxdx, 


en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite,  par  rapport  à  la  constante  a, 
les  deux  membres  de  l'équation 


e-^^  cosaxdx  =  -tt^  c    *  , 
0 


et  Ton  obtient  alors  les  formules  données  par  M.  Legendre  (p.  363  des 
Exercices  de  Calcul  intégral).  Les  équations  [d)  comprennent  ces  mêmes 
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formules,  et  font  connaître  de  plus  la  loi  générale  à  laquelle  elles  sont 
assujetties,  loi  qu'il  serait  peut-être  difficile  d'obtenir  par  une  autre 
méthode. 

III. 

'seconde  application. 
Faisons 

M    =    aXy  N    =    XZy 

a  étant  une  quantité  constante,  et 


On  aura 


P' 

-+- 

P'v     ' 

—f{ax± 

xz 

v/-0. 

dx 

:rt, 

dx 

''      dz 

o, 

<)N 
dz~' 

Xy 

S  =  ^P-3P",    T=zP'-+-aP'',     U  =  -xP'',     Vr^xP'. 
Si  l'on  fait  de  plus  P=/(aa7),  k—f[o)y  on  aura 

5=:rtP,       /  =:  O,       M  =:  O,       l'=rO./r  =  0, 

à  moins  que  k  ne  soit  infini. 

Cela  posé,  les  équations  (5)  deviendront 

\aÇ  Vdx-z  I    P''dx~a  f  Vdx  =  -x  f   VUz    (  •  ), 

1       •^  0  »'  0  •'0  •  *'  0 

(l5)  \  X  r 

\  z  Ç  V'dx-^af  V'dx  =      X  Ç  V  dz, 

(>)  Les  formules  (i5),  (i8)  et  (ai)  peuvent  ôtre  remplacées  par  les  suivantes  : 
l(/n-z/— i)./    f[ax -^r  xz^^^\)(lx  —  a  l   f(ax)iix 
=  x^—i  I    f[ax-\-xz^~^\)(lz^ 
(L)  (fl-t-iv/— ,)  rf[{a  +  by/^i)x]dx=  Ç' f(x)dc, 

(M)      rx»-'/[r(co3>{w- 1/---.  ^nk)x]<tx  =  '"'^"^'  '  ^,~  "'""'^  f  ^-' f(x)fLr. 
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On  peut  aussi  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante 


,'6) 


Corollaire  I,  —  Si  la  valeur  extrême  de  x  est  telle  que  xV  et  xV" 
s'évanouissent,  quelle  que  soit  z^  on  aura 


'  0 


et  par  suite  les  équations  précédentes  se  réduiront  à 

(17)  \ 

f  PVar  =  --——-    f  aVdx. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  P'  et  P"  s'évanouiront  par  la  suppo- 
sition x  =  ^  .  Alors,  si  l'on  désigne /(a:)  par/?,  on  aura 

•    aVdx=l     af[ax)dxz=z'l    pdx, 

Ola  posé,  si,  dans  les  équations  (17),  on  fait  z  —  6,  et  que  l'on  rem- 
aV  dx  par    /    pdx^  on  obtiendra  le  théorème  suivant. 


t.  0  ^'O 


Théorème  III.  —  Soitf[x)  =/?  une  fonction  de  x  telle  que,  si  Von  fait 

/(axii:a2s/^)  =  P'ifiP"V^, 

Lors(iuc,  dans  celto  dernière,  on  pose/{a:)  =  e-',  on  obtient  Téqualion 

/%.x      r*        .         fi          f —    •   i    \  /        COS//X  — /^  sin//X  /**  ^  ,     ,  , 
(N)      /      x'»  »^«^(cos^x -+- V' —  I  sm6j:jr/x= l      x«  >r-'//x. 

qui  comprend  les  formules  (e). 
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P"  et  P'  conservent  une  valeur  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  z  comprises  entre  tes  limites  x  =  o,  a;  =  «5  ,  s  =  o,  2  =  i,  et  qu'en 
outre  xV  et  xV"  s'évanouissent,  i^  pour  x  =  o,  2**  pour  x  =  00  ,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  z.  Si  l'on  suppose,  dans  V  et  dans  P", 
z  =  6,  on  aura 

(18)  j  • 


Corollaire  IL  —  Si,  dans  les  équations  (18),  on  suppose 

f{x)  =  xn-'*  F{x), 

n  étant  un  nombre  réel  quelconque,  on  aura,  en  faisant  z  ::=  b. 
Soit,  pour  abréger, 

¥{x)=q, 

¥{ax±bx^i)  =  Q'±Q''s^^, 
a:=^  r  cos^,     A  =  r  sin/r, 

on  aura 

P'±:P''v/^^'^-*  [cos(n-i;A-ihv^sin(n-i)A-](Q'±0"v/"'i;, 
P'  =  r«-«[Q'cos(n  —  i)/r  — 0''  s\n(n  —  i)k]x»\ 
P"r=r  r«-» [Q'  sin(n  -  i)A-  -h  Q'^  cos(/i  -  i)fr]x«   ', 

a       cosfr  b       sîn/r 

Cela  posé,  les  équations  (18)  deviendront 


Jf**  /**  cosA'    /** 

'     Q' x"-*dx  —  s\n[n- i]k  j     Q"x«  'rfjr       — ,-   /     q^"   'dx, 

cos(n  — i)frl     Q"x''-«rfj:4-sin(n— i]fr  /     Q':r«  «rfx---—    /     qx^-'dx. 

i/o  «0  «^0 
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Si  Ton  ajoute  ces  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la  première  par 
cos(/i  —  i)k  et  la  seconde  par  sin(/i  —  i)^,  puis,  qu'on  les  retranche 
l'une  de  l'autre  après  avoir  multiplié  la  première  par  sin(/i— i)*  et 
la  seconde  par  cos(/i  —  i)A,  on  aura  les  deux  suivantes 


\  ^o  ; 


On  a  d'ailleurs 


et  par  suite 


r"Q"x«-«e/ar=  — ^^    r  qx'^-'dx. 


^  h 

r—  («2_|_  ft2]2      /j._-  arclang- 


La  dernière  de  ces  équations  donne  pour  k  une  infinité  de  valeurs  dif- 
férentes. Mais  comme,  en  supposant  6  =  0,  on  doit  avoir  Q'=  Y(ax], 
Q"  =  o,  les  équations  (20)  devront  se  réduire,  dans  cette  hypothèse,  à 


/     Q'x«-*é/x=^   l    qx»-^dx, 


et  par  suite  l'équation  b  =  o  devra  entraîner  les  deux  suivantes 

cos  n/r  =  I, 
sin/i/r  =  o. 

On  satisfait  k  cette  condition  en  prenant  pour  k  le  plus  petit  des  arcs 

qui  ont  pour  tangente  -•  Cela  posé,   si   l'on   change  T{x)  =  q  en 

f[x)  =/?,  et  par  suite  Q'  en  P',  Q"  en  P",  on  aura  le  théorème  suivant. 

Théorème  IV\  —  Soit  f[^x)  =  p  une  fonction  de  x  telle,  que  si  l'on/ait 

f[ax±xz  v^)  =  P'±P"  v^^, 
I*'  et  P"  conservent  une  valeur  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ei 
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de  z  comprises  entre  les  limites  07  =  0,07  =  00,  5=:o,  5  =  i;e/  quen 
outre  a?"P'  et  af*V"  s* évanouissent ,  i^pourx  =  o,  2^ pour  x  =  oc  ,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  z.  Si  l'on  suppose,  dans  P'  et  dans  P", 
z  =  b,  on  aura 

r?^X'^    ^dx  = ?ÎI1^     f^xn-'^dx, 

k  étant  le  plus  petit  arc  qui  ait  pour  tangente  -• 

On  peut  remarquer  que  les  équations  (18)  ne  sont  qu'un  cas  parti- 
culier des  équations  (21).  En  effet,  si  Ton  suppose  dans  celle-ci  /i  =  1, 
on  aura 

coswAr     cos/r      _       a  sin  n/f     sinA*      h 

«~  Î~~a2_|_fti'  «—  î  ""  «2  _|_  fti * 

Ainsi  le  théorème  (4)  renferme  le  théorème  (3). 

Exemple  L  —  Soit 

on  aura 

f{ax±bx^~  1)  =  e-"-^  cos6:rip  v^—  ie-«-^  sin6x, 

et  par  suite 

P'  =z  <?-«Jf  cosftx,     P"  =  —  e-"-^  sinftj:. 

('.ela  posé,  les  équations  (21)  deviendront 

r*        .                L     j            cosnk       C        .         , 
I     x'*-*e'^''cosbxax  = I     x^-^e-^ax, 

'0  («24.^2)?  *^o 

[e)  { 

-   I     x'^^^e-^dx. 

(a2_i_62)r 


/     x"~^e-*^  %\tïbxdx= I 

^0  [a2^bi]^^^ 


Ces  formules  ont  été  données  par  Euler. 

Œuvres  de  C.  —•  S.  1, 1. 1.  4^ 
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Exemfde  IL  —  Soit 

On  aura 


«i'où  Ton  conclut 

m 

^  =  e^'^'-i^-c:-  cosaAx  ax-^c  ,     p'  — —  ^«x'-c^^-c)»  sin2ftx(ax-h  c  . 
Ola  posé,  les  équations    si)  deviendroDt 

l    /"V'^'-<-^'"cos[î*x  ax^c]x— «rfx^-^^^-  r e-(-^y x^-Ulx, 

Li^  deux  équations  précédentes  supposent  nécessairement  b<^a,  ou 
tout  au  plus  ù=za.  Sans  cette  condition,  a:*P'  et  j:^P  cesseraient  dt» 
s'évanouir  pour  x  :=  oc  • 

Si,  dans  les  équations  ./\  on  suppose 

on  aura 


et  par  suite 


rn 

COS-r-       .«  /jv» 


I     x*-««--«^cosx  n-mx  rfx= ;^  ^     c~'~^'  'x*-«c/x. 


/     x'-'e-' sinx  i-hmx)rfx=: ^   /     ^     '    ^''x«-«</x. 


Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  suppose  m  =  o,  on  aura 


r"-(^)"'_.-a)'^ 


J 
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et  par  suite 

Cela  posé,  les  équations  (/)  deviendront 

/»aB  COS       t  ntt 

I     x'^-^e-^  cosxdxz= ^   j     x"^*e~'  dx,     . 

c'a  r        */o 


.     77/1 

sin 


Os  dernières  peuvent  aussi  se  déduire  des  équations  {e)  trouvées  par 
Euler. 

On  peut  observer  que  l'intégrale 

1     e        ^^     x^-^dx 
est  égale  a 

éf*^    r  e-^'(x  -  -r^;Y"*  dx. 

Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  cette  dernière  dépend  uniquement  de 


XV'Jm 
e~^*  dx. 


Exemple  III.  —  Soit 


-x.-i^' 

x« 


Si  l'on  fait,  pour  abréger, 


m2 


on  trouvera 


=  c\ 


f[ax±:bxy/-i)^e   '"'   ^^'^^''^^'^  ^cosï^abU^----^^  h 


45. 
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d'où  l'on  conclut 


Cela  posé,  les  équations  (21)  deviendront 


IX 


%-"'-*'(''-^S)  sinr~~A/_,      c»\-|_„_,^ cos/iAr 


i'-iai-*-b''i 


\iab\x' -A\x'^-^dx= le  '      jr"  »rfi. 

[h]    ' 

Les  équations  précédentes  supposent  évidemment  a<Cb.  Dans  ces 

mêmes  équations,  les  intégrales  des  seconds  membres  sont  connues, 

toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  entier,  mais  impair.  Si  donc  on  fait, 

pour  abréger, 

«2^*2  — A,    zab  =  B, 

on  aura,  dans  le  même  cas,  les  valeurs  des  intégrales 


r   ^  M"-^x*)  sinB^a:^-  ^^  x«-»rfx. 


Exemple  IV.  —  Soit 

p=f{x)  = ; 

on  aura 

n       _i_  IL      / \  '  i  -h axzn.bxJ—1 

fiaxdtbx^—  i)  = =  = ^^ 1 ; 

^  i4-ax±:6arv~i         [i  ^  ax/ -h  b^x'^  ' 

d'où  Ton  conclut 

pr_^ '  -f-flJT p^_  —  bx 


I  -h  2ax  -h  [a'^-h  b'^)x'-^  i  -h  lax  -+-  /i*--^  6-)x- 
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Cela  posé,  les  équations  (21)  deviendront 

cosn^       r*  x"   •    ,  n  cos/iA 


I     ; jc"~  *  ax  -= '■ I     dx  -^ 


n 


I] 


[a'-hb»)*  "  {a''-{-b^)\sinm: 

t 

Ces  deux  équations  coïncident  avec  des  formules  déjà  connues.  La  pre- 
mière se  déduit  aisément  de  la  seconde,  et,  si  dans  cette  dernière  on 
suppose  a^  -h  b^  =  i,  on  aura 

n  =  cos/r,     b=zs\nkf 
et  par  suite 

r*  r"  ,  TT      sin/i/r 

1       ; :  dx  :=  -: ; — t-  • 

.'      ï -hiix  cosk -^  x'^  sm/tTT   sm/r 

C'est  la  formule  (f  )  de  la  page  loi  de  la  quatrième  Partie  des  Exercices 
de  Calcul  intégral  de  M.  Legendre. 

IV. 

TROISIÈME   APPLICATION. 


Faisons 


M  =  xcosv,    N^xsinr, 
P'dzP*^—  i—f{x  coszzh^—  IX  sinr); 


on  aura 


ÔM  ()N        .  e)M  OS 

ax  Ox  ôz  ôz 

S  =1  P'  C0S2  —  P^  sinz,     U  =  —  xV  sinz  —  xP"  cosz, 
T=P' sinz-hP"cos^,     y=      jtP'coss— arP"  sinr. 

Si  l'on  fait  de  plus /(a:)  =p,  on  aura  en  général 

s  =  pf    u  =  o, 

/=:  O,        V  rzr  O. 


HU^  XÉMOIftE 

•^j*',k  p(>84^,  les  équatioDâ    S  deTÎendront 


P^'cossjrf:, 


\p\ 


k   ^      fco^z-P'sinz   djt-  I    pdjrz=  —  jr  j    (F  sine 


E.remple.  —  Soit 

fx  .=  p  =  e-^i 

on  aura 


f^drP'^  —  1  =  e~"*-  [cos  X  sinz'  =F%  —  i  sin{x  sins)]/ 


pt  par  suite 


^P'ifcP'^  — i)  cos-ifcv'-"  sin-) 


■M  CO«. 


-  [cos  -  —  X  sîn  w  '  ±  ^  —  I  sîn  ;  r  —  X  sin  r  ]]  : 
d*où  Ton  conclut 

P'cosw  —  F*  sins  =  e~'"*-  cos(3  —  x  sins', 
V  siïïz  -+-  P*'  cosr  =  «~"^-  sin(3  —  x  sins). 

« 

(^ela  posé,  les  équations  (22)  deviendront 

\    I    e~"**' cos(s  —  X  sinz]  rfx—  I     e-'^dx^i  —  xj    c"''**-  sin(s  —  x  sin::  rf:, 

A;    '        ,  . 

i    /    e~'^^'  sïn[z  —  X  s\nz)dx  =z      xi    «""'*••*  cos(2  —  x  sinr  d:. 

On  a  d^aiileurs 

J'     e  '^  dx  =z  i  —  e  •'", 

/    ^-xco.5  cos(z  —  X  sinc;rfx  =  i  — e"'^'"-  cos(x  sinz), 

•,'0 

/    e-'<^<>*=  sin(s  — X  sine)  rfx  =  e-^'^»*  sin(x  sin:;\ 


SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  359 

On  aura  donc  par  suite 

1     /    ^-*cos5  sin(2— 07  sinsjrfz  = -[e"'®®"-  cos(j:  sinz]  —  e  -^1, 
j    I    e^""^'  cos{z  —  X  sinz)rf2  = -c-'*'®"-  sin(j:  sins). 


in 


Si  Ton  fait,  pour  abréger, 


~[e-'~'-cos(x  sin2)-e--^]  =  X,, 
__g-xcMa  sin(ar  sinjsj^Xj,. 


et  que  l'on  differentie  n  fois  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de 
chacune  des  équations  (/),  on  trouvera 

g-xco.s  sïn[nz—x  Sinz)dz  =  [—i]"^j^y 
/    g-xcois  cos(ns  —X  sin-s)  rfs  =  [—  i)"  ^  //'' 

On  voit  par  cet  exemple  que  le  passage  du  réel  à  Timaginaire  peut 
servir  à  trouver  de  nouvelles  intégrales,  non  seulement  définies,  mais 
encore  indéfinies. 

V. 

QUATRIÈME   APPLICATION. 

Faisons 

lA  =  ax^,    ^^^xZf 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
On  aura 

ôx  '     ôx         '      dz         •      dz         • 

S  -rïaarP'-sP",     U:=-:rP'', 
T=:2P'-hart/iP",     \=:rP'. 
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Si  Ton  fait  de  plus/(aj:^)  =  P,  on  aura  en  général 

/  :=  O,  i»  =r  O. 

Cela  posé,  les  équations  (5)  deviendront 

l    f  (aa^rF— 2p")c/x—  f  iaxVdx  =  -  X  Ç  Vdz, 

(23-        '    \ 

1   f  {zP'-htaxP")dx  =  x  I    fdz. 

CoroUaire  I.  —  Si  la  valeur  extrême  de  x  est  telle  que  xP'  et  xV 
s'évanouissent,  quel  que  soit  z,  les  équations  (23)  se  réduiront  à 

i    f  [laxP'  —  zP'')dx—  f  taxfdx. 


M) 


if/''' 


-f-  laxV]  dx  =:o. 


Dans  un  grand  nombre  de  cas,  F  et  P""  s'évanouiront  par  la  supposi- 
tion X  =  oc  .  Alors,  si  Ton  désigne  /{^)  par  /?,  on  aura 

iax9dx=  1     iaxf[ax^)dx  =  j    pdx. 

Ola  posé,  si,  dans  les  équations  (24)»  on  fait  2  =  6,  et  que  Ton  rem- 
place  /  2axVdx  par   \  pdx,  on  obtiendra  le  théorème  suivant. 

Théorème  V.  —  Soit  /{œ)  =^p  une  /onction  dex  telle,  que,  si  Ton  fait 

/(ax»±x;jV^^)=rF±P''v^, 

P'  et  P  '  conservent  une  valeur  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  z  comprises  entre  les  limites  a?  =  o,  a?  =  oc  ,  z  =  o^  z  =^  b;  et  qu'en 
outre  xP'  et  ;rP'  s' évanouissent  y  i^  pour  a:  =  o,  2®  pour  j:  =  x> ,  queile 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  z.  Si  l'on  suppose,  dans  P'  et  dans  P"-, 
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z  =z  b^  on  aura 

i    f    (2^j:P'-6P")rfx-^  r  pdx, 

(25)  '    "',  *'' 

Exemple,  —  Soit/(ic)  =  e  '';  on  aura 

f{ax^:Lhxs'^^i)=  e'''^^^''^' [cosiabx^zpsin^abx^]; 
et  par  suite 

On  a  d'ailleurs 

C-t'  dx  =  iTT^. 
0 

Cela  posé,  les  équations  (aS)  deviendront 

f    /     e~'''-^*"*'**'^'(6  cosaaftT'—  lax  %\ïiiabx^]dx^=^  o, 

a'^  étant  >  o. 

Il  suit  de  ces  dernières  équations  qu'on  peut  exprimer  les  deux  inté 
grales  définies 

Jg-a«x*+*«x«  zQ^^abx^xdx, 
0 

I     e-«'^*^*"^'  sïtïPMbx^xdx, 

au  moven  des  deux  suivantes  : 

1     e-«'-^*-^*'^'  cosiabx^  dx, 

t/o 

Jf     ^-a«.r'4.*«.i.«  siniabx^  dx, 
0 

Œuvres  </e  C.  —  S.  I,  1. 1 .  4^> 


>. 
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ScoUc.  —  On  voit  par  les  applications  précédentes  l'usage  que  Ton 
peut  faire  des  équations  trouvées  dans  le  §  I,  lorsque  les  fonctions 
de  jc  et  de  r,  désignées  par  S,  T,  U,  V,  conser\ent  toujours  entre  les 
limites  de  l'intégration  une  valeur  déterminée.  Nous  examinerons 
bientôt  les  modifications  que  l'hypothèse  contraire  peut  apporter  aux 
divers  théorèmes  énoncés  ci-dessus.  Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  ne 
sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment,  dans  certains  cas  particuliers, 
chacune  des  équations  (2)  peut  elle-même  se  décomposer  en  deux  nou- 
velle>  équations  de  même  forme.  Tel  est  l'objet  du  paragraphe  suivant. 


VI. 


DE    LA    SÉPARATION'    DES    EXPONENTIELLES. 


Soi^^nt  q  et  r  deux  fonctions  de  j~,  et  faisons 


p::^q  cosr. 


Soient,  de  plus,  M  et  N  deux  fonctions  données  de  x  et  de  5,  et  suppo- 
sons que  la  substitution  de  M  db  X  \  —  i  au  lieu  de  x  change 


p  en  P'itP"  v—'. 


q  en  Q  diQ%-., 

r  en  R'dbR^v^, 
on  aura  

P'=hP'v/^^(Q'±Q"v'^)cos(R'=tR''V-i); 

et,  par  suite,  on  aura 

i  iP':_e«(Q'cosR'-hQ'sinR')4-e-»*\Q'cosR'-Q"sinR':, 
'^'^^      I  7p"^e«"(Q"cosR'-Q' sinR')-h<?~'^'(Q''cosR'-+-Q' sinR'\ 

Si  Ton  conserve  d'ailleurs  à  S,  T,  U,  V  les  mêmes  significations  qm' 
dans  le  §  1,  l'équation  [y.)  sera  toujours  satisfaite.  D'ailleurs,  si  da^^ 
S,  T,  U,  V  on  substitue  pour  P'  et  P"  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
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lions  (2G),  on  trouvera 


Sr:^^S,éf«--4-iS.é?-'*',     U  =  ^U,e'^'-+-a'2e-"", 

ï  :i:i:  iï,  6^"  H-  ^To^-»",      V  =  iV,  e"^'  +  ^  V2  e"»", 


s,,  T|,  U|,  V,  étant  déterminées  par  les  équations 


(28) 


S,  zz:(Q'  cosR'-f-Q"sinR') 


T,z:3(Q'cosir+Q"sinR')^ 


(Q"cosR'~Q'sinR')^, 

(Q^'cosR'-Q'sinR')^, 

dN 


U,  :=[Q'  cosR'-+-  Q"  sinR')  ^  -  (Q"  cosR'  -  Q'  sinR')  ^, 

Oz  oz 


V, 


(Q'cosR'-Q'sinR')^ 

Oz 


(CTcosR'-i-Q'sinR')^, 

oz 


et  S.,,  Tj,  Uj,  Va  par  les  équations 


s..= 


(Q'cosR'-Q"sinR')^ 


(Q"cosR'  +  Q'sinR')^, 


T2=(Q'  cosR'-Q"  sinR'l 


('■9;      i 


ôx 


(Q"cosR'-4-Q'sinR')^, 


U. -^  (Q'  cosR'  -  Q"  sinR')  ^  -  (Q"  cosR'  +  Q'  sinR')  ^ , 

**  OZ 


\  v.--= 


Oz 

(Q'cosR'-0''sinR') -^ 

uz 


(Q"cosR'-hO'  slnR')^'^ 


Les  valeurs  de  S,  T,  U,  V  déterminées  par  les  équations  (27)  doivent 
satisfaire  aux  équations  (2),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
de  X  et  de  :;;  mais,  comme  chacune  des  quantités  S,  T,  U,  V  est  com- 
posée de  deux  parties,  dont  la  première  seule  renferme  l'exponen- 
tielle e^\  il  faudra  nécessairement,  pour  que  chacune  des  équations  (2) 

puisse  être  satisfaite,  que  la  première  partie  de  -^  détruise  la  première 

1 1 T  î'F 

partie  de  -pi  et  que  la  première  partie  de  -77  détruise  la  première 


ôx 


partie  de  - —  De  même  les  secondes  parties  de -r-  et  -t-j  -t-  et  -j-i 


ÔX 


ôx     ô: 
46. 


ôx 
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<'V?>t'â-iIire,  K?s  parlifs  qui  renferment  l'exponenlielle  e~^\  de\Tonl  se 
détruire  mutuellement  dans  les  équations   2\  On  aura  donc 

1        02  <)x      ' 


/ 


^  T,e«',       d  V,e* 


et 

;  /j's,^-»'      ^  Cil?-»' 


1  C^5  (>X 

U 


^ 


il 


On  voit  ici  comment  la  séparation  dés  exponentielles  e*',  e~^\  sert  h 
diviser  chacune  des  équations  (2)  en  deux  autres  équations  de  même 
forme.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  par  la  seule  différentia- 
tion  cliacune  des  équations  (3o)  et  (3i).  On  serait  encore  arrivé  à  ces 
mêmes  équations,  si,  au  lieu  de  supposer  d'abord 

p^=^q  cos  r, 
on  eût  suppose'; 

y?  =7  sinr. 

On  peut  déduire  facilement  les  équations  (3i)  des  équations  (3o),  en 
changeant  a  la  fois  les  signes  de  R'  et  de  R".  Il  est  évident  a  pnori  que 
ce  changement  est  permis;  car  il  revient  à  changer  simplement  le  signe 
de  la  fonction  r.  Enfin,  pour  déduire  les  équations  (3o)  et  (3i)  des 
équations  (2),  il  suffit  de  supprimer  successivement,  dans  les  valeurs 
de  P'  et  de  P",  les  parties  qui  renferment  l'exponentielle  e"^',  et  celles 
qui  renferment  l'exponentielle  e"". 

La  méthode  par  laquelle  nous  avons  obtenu  les  équations  (3o)  et(3i) 
pourrait  encore  servir,  dans  plusieurs  cas,  a  partager  chacune  de 
celles-ci  en  deux  autres  de  même  forme.  C'est  ce  qui  arriverait,  par 
exemple,  si  l'on  supposait  q  =  kcosl,  k  et  /étant  deux  nouvelles  fonc- 
tions de  X,  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  longtemps  sur  la 
méthode  dont  il  s'agit,  et  nous  nous  bornerons  à  déduire  des  équations 
déjà  trouvées  quelques  conséquences  dignes  de  remarque. 
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Supposons  qu'après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  chacune 
des  équations  (3i)  par  dxdz,  on  se  propose  de  les  intégrer,  par  rapport 
il  a:  et  à  ;;,  entre  les  limites  o  et  x,  o  et  2  de  ces  deux  variables.  Dési- 
gnons par 

$2  el  /2     ce  que  deviennent    Sa  el  T2     quand    r  =  o, 
et  par 

«2  el  V2    ce  que  deviennent    U2  el  V2    quand    xz=io, 

enfin  par 


r'±t^\i—i     ei    r\±r\^—\     ce  que  devient    R'=i=R'\/~i 

quand    x  — o,     ou  quand     z  =  o. 

Si,  entre  les  limites  de  l'intégration,  les  quatre  quantités 

Sae-»^',  'Ï2e-^\  Ua^""",  \.^e-^' 

conservent  toujours  une  valeur  déterminée,  on  aura  généralement 


•r  y^.r 


§2 e-^' dx—  i    $> e-'^ xd=:  I    Uo e-^' dz  —  j    u^ e-^' dz     (  *  j , 

,  .,     \    j  -  0  t/o  i-'o  •^o 

f    f  'ï.e-^'dx-  f  he-r\d,x=  f  V2e-«Vr-  f  v^e-'^dz. 
En  partant  des  équations  (3o),  on  arriverait  encore  à  des  équations 

(  •)  Les  équations  (32)  peuvent  ôtre  remplacées  par  la  seule  formule 

Jo  Jq 

Jo  *'o 

Cotte  formule,  dans  laquelle  on  a 

s,  -H  T.v/=1  =  (Q'+  Q'vA=l)..U'^BV--.)/-i  ^--tAvi^), 

se  déduira  immédiatement  de  l'équation  (A),  si  l'on  substitue  à  la  fonction  f[j')  =/>.  non 
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semblables  aux  précédentes,  mais  que  Ton  peut  déduire  immédiate- 
ment de  celles-ci,  en  changeant  simplement  les  signes  des  quantités r, 
/',  / ",  R'  et  r. 

Corollaire  L  —  Pour  appliquer  les  équations  (32),  il  est  nécessaire 


pas  le  produit  </ cos/*,  mais  le  suivant, 


r/C^K 


En  posant  M  =  x,  N  =  z,  on  tirera  de  Téquation  (0) 


(1^ 


Jo  *'0 


puis,  en  admettant  que  c^^'  s'évanouisse  pour  z  =  «  ,  on  trouvera 


m 


En  remplaçant  e''  ^-^  par  e-*'  ^,  et  supposant  que  c^"  s'évanouit  pour  s  =  œ  ,  on  trouvera, 
au  lieu  de  la  formule  (Q), 


(H) 


Los  formules  (P),  (Q),  (U)  peuvent  ôtre  substituées  aux  formules  (33),  (34)  et  (35). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  formules  déduites  do  la  séparation  des  exponen- 
tielles sont  précisément  colles  que  l'on  obtient,  quand  on  remplace  la  fonction  réelle 
f{x)  =  p  par  la  fonction  imaginaire 


qcfy>-\  —  q  cosr  -\-  yj  —  \  q  sinr. 

l)e  plus,  il  est  évident  (pie,  les  fonctions  q  et  r  étant  l'une  et  Tautre  entièrement  arbitraire^, 
on  pourra  en  dire  autant  des  fonctions  q  cos/'  et  q  sinr. 
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de  donner  à  M  et  à  N  des  valeurs  déterminées.  Parmi  les  diverses  hypo- 
thèses que  Ton  peut  faire  à  cet  égard,  la  plus  simple  est  celle  que  nous 
avons  admise  dans  le  §  II,  et  dans  laquelle 

M  =  X,    N  =  2. 
On  a,  dans  ce  cas. 


ôx         '     ùx         *      ôz 


«»     TZ  =o»     ~^  =  ^^    7)7  "  '» 


et,  par  suite,  les  équations  (29)  se  réduisent  k 

S.,  =  V2  =  Q'  cosR' -  Q"  sinR',    la  =  -  U2  =:  Q'  cosR'  H-  Q'  sinR' 
Soit  de  plus 


on  aura 


S2^=q  cosr,     wo=r  q'  cosr'—  ^"  sinr', 
tx^^q  sin  r,     v^  =  q"  cos  r'  +  q*  sin  r'. 


Cela  posé,  les  équations  (32)  deviendront 


f    (Q'  cosR'  -Q''  sinR'je-^'rfx-  /    q  cosrdx 

=  -  f  (Q"cosR'-4-Q'  sinU' ) e-^' dz  4-  f  [q"cosr-\-q'  s\nr')e-'" dz, 
(33)^ 

f  (Q"cosR"  +  Q'  sinR')e-»'rfx-  f  g  sxnrdx 

=       r  (Q'  cosR'  -Q"  smW)e-^'dz  -  f  (q'  cosr-  q'' smr)e  r' d:. 

Les  mêmes  équations  subsisteront  encore,  si  l'on  échange  à  la  fois  les 
signes  des  cinq  quantités  r,  r',  r'\  R',  R". 
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Dans  un  grand  nombre  de  cas,  si  Ton  suppose  js  =  oo  ,  l'une  des  deux 
quantités  e^\  e"^',  s'évanouira.  Supposons,  par  exemple,  que  ce  soit 
e~^\  Dans  cette  hypothèse,  les  deux  quantités 

(Q'  cosR'-Q^sinR'je-'^", 
(Q"cosR'-+-Q'sinR')e-«', 

s'évanouiront  en  général,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x\  et  par  suite 
les  équations  (33)  se  réduiront  à 

/     q  cos  rclx 

•    0 

=:.  f    ;Cr  cosR'-+-Q'  smR')e-^'dz  -  f   [q^'cosr-hq'  s\nr']e-'^dz, 

(34)  ( 

Jq  sin  rdx 
0 

f    [Q"  s\nW~Q'cosK]e'^'dz- f    [q*"  sïnr  -  q' cosr')e"^dz. 


v'O 


Si  e^'  s'évanouissait  pour  des  valeurs  infinies  de  s,  il  faudrait 
changer,  dans  les  équations  précédentes,  les  signes  de  r,  r',  r",  R',  R", 
et  l'on  aurait,  par  suite, 


:i5) 


I     qcosrdx 

0 

—  f    (Q'cosR'-Q'  sinR')e"'rfz-  r    (^''cosf'- ç' sinr')e^</;, 

»    0  «^  0 

Jf    q  sln rdx 
0 

--=  f   (Q"  cosR'-+-Q'  cosK)e^''dz  -  f   [q"  smr -h  q'  cosr'e'^dz. 


Les  équations  (34)  et  (35)  sont  à  la  fois  comprises  dans  les  deux 
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formules  suivantes  : 

J'     q  cosrdx 
0 

=  r   (Q"cosR'±Q'sinR')e'^"'</2- /     (q"  co%r'±q' sinr'  é^'"dz, 
1    q  sin  rdx 


\ 


'     (Q"  sinR'zpQ'  cosl\']e^^'(h  ~  /     (g"  sïnrzfq'  sïnr'ie^^'dz, 

0  '  t/o 


où  l'on  doit  admettre  le  signe  supérieur,  lorsque  e"**  s'évanouit  pour 
s  =  Qo  ,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  équations  (36),  y  =  i ,  on  aura  Q'  =  y'  =  i , 
Q"=y"=:o,  et,  par  suite, 

'     cosrrf^:  — zb  /     er^^"  slnWdz  zp  j     e^r''  sinr'rfz, 
'     sïnrdx=^zp  1     e^^' cosW dz  zt  j     e=^^'  cosr^dz, 

le  choix  des  signes  devant  toujours  être  fait  de  la  même  manière. 

Les  conditions  nécessaires  pour  que  les  équations  (36)  et  (37) 
puissent  avoir  lieu  sont  évidemment  remplies  toutes  les  fois  que  q  eir 
sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x.  Mais  il  est  facile  de 
s'assurer  que  les  mêmes  équations  subsistent  encore  dans  plusieurs 
autres  hypothèses.  Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  formules  gé- 
nérales à  quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Soit  r=  F{x)  =  x^^  on  aura 

R'  =  x^—z^,     K''  =  ixz, 
r'  =:--sS  r"  =0. 

Cela  posé,  si  la  seconde  limite  de  x  est  positive. 

Œuvres  de  C.~  S.  I,  t.  I.  "^  47 
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deviendra  nul  pour  z  =  y:> ,  et,  par  suite,  on  devra,  dans  les  équa- 
tions (37),  choisir  le  signe  supérieur.  De  plus,  les  intégrales 


e-'^'smr^dz,    -4-1     e-^^' cos  r'dz 

^  0  •'0 


se  réduiront,  dans  le  cas  présent,  à 


J'     s\nz^dz  =  ~   I     z   '  sin zdz,      j     cosz^dz—-   j     z   ^  cos zdz, 
et,  en  vertu  des  équations  {e)  du  §  II,  elles  seront  toutes  deux  égales  à 


^    I      z'e'^dz  - 

'-  \J'i  i/o  2  V^'i 

Cela  posé,  les  équations  (37)  deviendront 


0  c/o 


0  *^0 


'      sin^T^rf^c— 2  ^Tu^—  /     e-2^-cos(^2_22]rf2, 

0  «/o 


En  développant  les  seconds  membres  de  ces  équations,  et  changeant  .r 


i 
en  x^y  on  aura 


0 
^  7.   ^t:"^  h-  "ï  sinx  |     e~2.t*2  cos^^  dz  —  1  cos x  I     e-^***^^  sinr^ rfr. 


O 


J'     j;   -  sin^r 
0 


^'r.'*  —  9.  sin:c  I     e-^^'r  sinz^rf-  _  o^  cos:c  /     e  2*^'=  co?r*-rfr 


Exemple  IL   —  Soit  r=F(x)  =  rta7,    on   aura  lV  =  avr,  R"— ar. 
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r'=  o,  r"=  aZf  et,  par  suite,  les  équations  (34)  deviendront 

1     q  cos  axdx 

t/o 

Q^e-^^rfzH-  sinao:  /     Q'e"^dz  —  I      q'e'^^dz, 

mi    ,         ■ 

Jf    g  ûuaxdx 
0 

Q" e-^^dz  —  cosax  \     Q'e^^^dz  -h  j     q'e-^^dz. 

Supposons  maintenant  a  =  i,  q  —/[x)  =  x",  n  étant  un  nombre 
réel  pris  à  volonté;  on  aura 

et  si  Ton  désigne  par  arctang  -  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  pour  tan- 

X 

trente  -i  on  trouvera 

^  X 


Q'  =z[x^-\-  z'^Y  cos(/i  arctang-  U     Q"—  [x'^  +  z*)'  sin  (/i  arctang-  \ 


n 

Z   , 


t  „  WTT  ,,  „     .      /ITT 

r»  —  2"  cos  — j     flf  =  Z"  sm  — 

'2  '  '2 


f  II  est  nécessaire  de  choisir  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  pour  tan- 
gente -?  afin  que  la  valeur  de  Q'  se  réduise  à  oc^t  et  celle  de  Q"  à  zéro, 
quand  5  i=  o. ) 
•    Cela  posé,  les  équations  (38)  deviendront 

I     1     X"  cos  X  dx 

—  cosx  I     Q"e-^dz  -f-  sinx  1     Q'e  -rfz  ~  sin  —    /     z"e  ^dz, 

/     a:"  sii 

iin^:  /     Q^e^^dz  ~  cosx  I     Q'e^rfz-hcos —    /     z"e~^dz. 

47- 


sin  a:  rfx 

0 

sin 

0 
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Si  Ton  développe  en  séries  les  valeurs  de  Q'  et  de  Q",  on  aura 

Q'  ^  x*' ^^ ^  x^-^z^  + . . . , 

I  .'2 

1.2.3 

On  a  d'ailleurs 

J'       2*e-*rf3  r^r  I  .2.3.  .  ./r. 
0 

Par  suite,  on  aura 

'     Q'  e--dz  —  x"  —  n{n  —  i)x''-^-h, . ., 

0 

/    Q''e-^dz  -^  nx"-*  —  n[n  —  j)[n  —  Sjx"  ->  -i- 

Si  n  est  entier,  ces  deux  dernières  séries  seront  composées  d'un 
nombre  fini  de  termes,  et  les  équations  {p)  donneront  les  formules 
connues 


I    X"  cosxdx=:      [ar"  —  n[n  —  i)x"~^-h^ . .]  sinj: 


0 


-h[nx''-*  —  n{n—  i) (/i  —  2) j;"-' -{-...]  cos x  —  i.2.3...n  sin-- 


(7)',  .. 

/     jc«  siï\xdx  —  —  [x"  —  n[n  —  i)x"-^-h, .  .']cosx 


-h[/i.j:«-»  — w(n—  i)(n  — 2)j;«-*-f-...]  sînxH-  i.2.3.../i  co<^- 


Si,  dans  les  équations  (/>),  on  suppose  /i  =  —  i,  on  aura 

* 

—  sm  -  -    I     ^''.e-^az  ==  cos —    1     z"e~^dz  =1  -=; 


et,  par  suite 


(/• 


l    /     jc   ='cosxrf:r--2   ^Tf^-hsino:/     Q* e^dz  -b  cosx  j     Q^c^dz^ 
I    I    X   '  sïwxdx  —  A   ^TT^  -h  sinj:  /     Q"e^^dz  —  cosx  1     Q'e  ^rf^. 
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Q'  et  Q"  étant  déterminées  par  l'équation 

d'où  l'on  conclut 

t 

'    Si  l'on  compare  maintenant  les  équations  (r)  aux  équations  (o),  on 
trouvera 


{s)  •;   •         . 

En  supposant,  dans  ces  dernières  équations,  a?  =  o,  on  trouvera 


J'     cosz^dz=  l     s\nz^dz=  ---   j 


.2 


z  ^ e-^dz-rzz  — — , 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  a  déjà  trouvé. 

Exemple  IIL  —  Soit  toujours  r=  F{a7)  =  aa?,  et  faisons  de  plus 

on  aura 


Q  -h  Q    i/—  I  — -^  -  =  -; ^^  ^    > 


et,  par  suite, 

i-hx  ^„  z 


^        ' \ -i- x]'^ -\- z^'     ^  (i-+-:r)2H-za* 


I  -+-  -8^  •  I  -I-  Z- 


/ 
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Si  l'on  développe  en  séries  les  valeurs  de  Q'  et  de  Ç 


y  =« 

1 .1 

Q"-« 

*      " ..J.3 

On  a  d'ailleurs 

rz'e-'d-; 

Par  suite,  on  aura 

.       '^ 

f 

Si  n  est  en' 

nombre  fini 

connues 

i-f 

i<l' 

/ 


,  iiin;  l(rs  deux  limites  de  l'intégrale,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
li'iii'H  réelles  et  positives  de  z;  ce  qui  permet  d'obtenir  facilement  des 
limites  entre  lesquelles  la  valeur  de  l'intégrale  se  trouve  comprise, 
(l'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  troisième  exemple,  où  tes  fonctions 

_     "  _.  g-as     ■ ^^ -  e   "'     -   - —    -  -  e~'" 

placées  sous  le  signe  /  dans  les  intégrales  relatives  »  z,  satisfont  évi- 
deininent  à  la  condition  énoncée.  La  même  condition  se  trouve  encore 


t 
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«plie  dans  l'exemple  II,  lorsqu'on  suppose  ±:n<i.  En  effet,  les 
craies  relatives  à  5  et  comprises  dans  les  seconds  membres  des 
ions  (/?),  sont 

ant  déterminées  par  les  équations 

3^)*  cosl/i  arctang—U     Q"— (^2+ z^j*  sin  l/i  «rc/ang-— j? 

'^-  est  le  plus  petit  de  ceux  qui  ont  pour  tangente  -? 

it  moindre  que  -•  Cela  posé,  si  n  est  positif  et  <<  i, 

'/  arctang—  étant  plus  petit  que  -1  son  sinus  et  son 
urs  positifs,  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  des 


lif,  on  a  — /i<i,  les  deux  fonctions  Q'e'^, 

l  la  troisième,  Q"e~^,  sera  toujours  négative. 

Î7)  et  celles  qui  s'en  déduisent  peuvent 

rminer  les  valeurs  des  intégrales  indéfinies 


/jr,     /     p  ç\v\rdx. 


...vui  av  X  devient  très  considérable.  En  effet,  dans  ces 
inèjiies  équations,  les  parties  des  intégrales  relatives  à  z  qui  corres- 
pondent à  de  grandes  valeurs  de  5,  étant  en  général  fort  petites,  si  la 
valeur  de  a:  devient  très  considérable,  on  pourra,  sans  erreur  sensible, 
négliger,  avant  l'intégration,  z  relativement  à  x.  Cette  circonstance 
permettra  de  simplifier  les  valeurs  des  intégrales  définies  relatives  a  :;, 
et,  par  suite,  d'obtenir  les  valeurs  des  intégrales  indéfinies  relatives 
à  a:.  C'est  ce  qu'on  va  montrer  plus  clairement  par  quelques  exemples. 

Eacemple  /.  —  Si,  dans  les  équations  (jo),  on  suppose  la  valeur  de  x 
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Cela  posé,  les  équations  (38)  deviendront 


p. 


■*  cosa,zr  , 
-dx 


Jf*'  slnax 
0       ''~-^ 


dx 

X 


Corollaire  II.  —  On  voit,  par  les  exemples  précédents,  comment,  au 
moyen  des  équations  (36)  et  (37),  on  peut  transformer  des  intégrales 
indéfinies  de  la  forme 

Ji    p  cos  rdx,     I    p  slnrdx, 

en  des  intégrales  définies  qui  renferment  des  exponentielles  dont  la 
valeur  décroisse  à  mesure  que  la  variable  augmente.  Ces  dernières  in- 
tégrales sont  relatives  à  une  nouvelle  variable  5,  et  doivent  être  prises 
entre  les  limites  o  et  00  de  cette  variable.  Elles  renferment  en  outre 
la  valeur  extrême  de  x,  qui  doit  y  être  considérée  comme  constante. 
Elles  se  calculent,  en  général,  plus  facilement  que  les  intégrales  in- 
définies qui  leur  correspondent,  parce  que  les  fonctions  de  s,  placées 

sous  le  signe   /  »  deviennent  insensibles  pour  de  grandes  valeurs  de  z. 

Il  arrive  souvent  aussi  que  ces  fonctions  conservent  le  même  signe 
entre  les  deux  limites  de  l'intégrale,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  et  positives  de  z;  ce  qui  permet  d'obtenir  facilement  des 
limites  entre  lesquelles  la  valeur  de  l'intégrale  se  trouve  comprise. 
C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  troisième  exemple,  où  les  fonctions 

z                              z                                      I 
. .  _.  ^  -az _  g— <î2     . g—az 

iH-s^  '  [i -{- x'y^-h  Z'^         '   [l  -h  x)^ -h  z'^         ' 

placées  sous  le  signe  /  dans  les  intégrales  relatives  à  z,  satisfont  évi- 
demment a  la  condition  énoncée.  La  même  condition  se  trouve  encore 


SUR   LES    INTÉGRALES   DÉFINIES.  375 

remplie  dans  l'exemple  II,  lorsqu'on  suppose  ±:/i<i.  En  effet,  les 
intégrales  relatives  à  z  et  comprises  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (/?),  sont 

'     Q'e-^dzy     1     Çi"e^^dz,     j     z'*e-'dz, 
Q'  et  Q"  étant  déterminées  par  les  équations 


»  /  \  n 


Q'=r  (j:2-f.  s2)«  cos(/î  arctang-U     Q"  —  [x^ -h  z^Y  s\n  (n  arctang-y 

z  z 

où  Tare  arctang-  est  le  plus  petit  de  ceux  qui  ont  pour  tangente  -5 


et  par  conséquent  moindre  que  -•  Cela  posé,  si  n  est  positif  et  <  i, 

l'arc  désigné  par  n  arctang—  étant  plus  petit  que  -9  son  sinus  et  son 

cosinus  seront  toujours  positifs,  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  des 
trois  fonctions 

Mais  si,  n  étant  négatif,  on  a  —  n<i,  les  deux  fonctions  Q'e^, 
z"e~^,  seront  positives,  et  la  troisième,  Q!'e~^,  sera  toujours  négative. 

Les  équations  (36)  et  (Sy)  et  celles  qui  s'en  déduisent  peuvent 
servir  principalement  à  déterminer  les  valeurs  des  intégrales  indéfinies 
(le  la  forme 

/    p  cosrdxy     I     p  sinrrfjr. 


c  0  »   0 


lorsque  la  valeur  de  x  devient  très  considérable.  En  effet,  dans  ces 
mêmes  équations,  les  parties  des  intégrales  relatives  k  z  qui  corres- 
pondent à  de  grandes  valeurs  de  z,  étant  en  général  fort  petites,  si  la 
valeur  de  œ  devient  très  considérable,  on  pourra,  sans  erreur  sensible, 
négliger,  avant  l'intégration,  z  relativement  à  x.  Cette  circonstance 
permettra  de  simplifier  les  valeurs  des  intégrales  définies  relatives  à  z, 
et,  par  suite,  d'obtenir  les  valeurs  des  intégrales  indéfinies  relatives 
à  X.  C'est  ce  qu'on  va  montrer  plus  clairement  par  quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Si,  dans  les  équations  (/?),  on  suppose  la  valeur  de  x 
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très  considérable,  et  que  l'on  néglige  les  parties  des  intégrales  du  se- 
cond membre  qui  correspondent  à  de  grandes  valeurs  de  z^  on  aura  à 
très  peu  près 

•  —  Z  Z  I  Z\Tt 

(^7^-+- z^j'^:^",     arctang-  =^  -"»     sinf/i  arclang—\=^  — 

cos  (  n  arc  tang—  )  =  » , 

On  a  d'ailleurs 

e-^  rfz  =  I ,       I     2  e-^  dz  =  i, 

0  «/o 


i6 


Cela  posé,  on  trouvera 


O  t/A 


0  «^0 

et  les  équations  (/?)  deviendront 


i    /    j:«  cosj^rfjr^x"  ( -cos^ -f- sinx)  —  sin —   /     jç^e-'c/s -h. . ., 
I    I     jc"  sinjrrfjr  =  j:"  (  -  sinj:  —  cos^j -4-.  cos  —    j     z^e^-rf* -h  . . ., 

la  limite  supérieure  x  étant  supposée  très  considérable. 

Si,  dans  les  équations  précédentes,  on  change  n  en  —  n,  on  trou- 
vera, sous  les  mêmes  conditions. 


•  •  •  » 


Ul    X -"  cosx  rfx  =  sin —    I     z''e-'dz  —  x-"  l-cosx  —  sinx]- 
a:-"  sin^rfj:  =  cos —   /     z^e-^c?- —  a:-"  (  —  sin^  H- cosx) -h 


Ëntin,  si,  dans  ces  dernières,  on  fait  /i  =  ^,  on  aura 

Je'    -i              j            -f    î    '     fcoSX  .       \    . 

'     X   ^  cosx dx  —  1  ^7:'^—={ sm^)-h..., 

I    I    X  ^  s\nxdx~  2   ''tt'*  —  ( hcosj;|  -h 


'x^ 
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Si,  dans  les  équations  {v),  on  supposait  n  =  oo  ,  on  obtiendrait  un  cas 
particulier  des  formules  {e)  du  §  III. 

Exemple  IL  —  Si,  dans  les  équations  (/),  on  suppose  la  valeur  de  x 
très  considérable,  en  négligeant  z  relativement  à  a:,  et  s'arrêtant  aux 
termes  de  Tordre  —,  on  aura  à  très  peu  près 


I                       I 

1 

I  -+-.r                    X 

I 

(i  -{-xV^-h  z'^  "'  x-'^-hz'^  ~ 

—        1 
X 

et,  par  suite. 

(lela  posé,  les  équations  {t)  deviendront 

i     r' cosax  •  r*      -  t        sïnax       cosax 

(r)      \ 

fsinax   ,         r*      ï              j        sinaj?       cosax 
ax=  I e-^^  dz 1 » 

les  intégrales  définies  relatives  à  x  devant  être  prises  depuis  a:  =  o 
jusqu'à  une  valeur  de  x  très  considérable. 

Sf,  dans  les  équations  [y),  on  suppose  les  intégrales  relatives  à  x 
prises  entre  les  limites  a?  =  o,  a?  =  oc  ,  on  aura  simplement 

{z\      I     dx=  I     -e  "^^dzy      I     dx—  1     -e-<'^rf«. 
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SECONDE  PARTIE. 

SUR    LES   DIFFICULTÉS   QUE   PEUT   OFFRIR   L'INTÉGRATION 

DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


I. 

DES    INTÉGRALES    DOUBLES    QUI    SE    PRÉSENTENT    SOUS    UNE    FORME    LNDÉTERMLNEK. 

Les  équations  différentielles  auxquelles  nous  avons  été  conduits 
dans  les  §§  I  et  VI  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire  sont  toutes 
de  la  même  forme;  et,  dans  chacune  d'elles,  une  fonction  de  x  et  de  s, 
différentiée  par  rapport  à  :;  et  divisée  par  dz^  se  trouve  égalée  à  une 
autre  fonction  de  x  et  de  s,  différentiée  par  rapport  à  a:  et  diviser 
par  dx.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  désigne  par /(a?)  une  fonction 
donnée  de  x^  par  M  et  N  deux  fonctions  déterminées  de  x  et  de  r, 
et  que  Ton  fasse 

/(M  -+-  N  V-"î)  ^  P'  H-  P''  V^, 
ôx  ôx         ^  dz  ôz  * 

on  aura,  en  vertu  des  équations  (2)  (P*  Partie), 

^  '  âz        ôx 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  précédente  par  dxdz, 
et  qu'on  les  intègre  ensuite,  par  rapport  à  ^  et  à  5,  entre  les  limites 
.r  =  o,  ^  =  a,  2  =  0,  5  =  6,  on  aura 


ia    /%b   \<2 


I  1  ♦ 


xii?--=/:Ts-- 
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(Chacune  des  intégrales  doubles  que  présente  l'équation  précédente  est 
la  somme  des  éléments  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  x 
et  de  z  comprises  entre  les  limites  de  l'intégration.  Si  donc  tous  ces 
éléments,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  fonctions  identiques 

ôz      ôx 

conservent  toujours,  entre  ces  deux  limites,  une  valeur  déterminée,  il 
en  sera  de  même  des  intégrales  doubles 


fi     -^dxdzy     I      l     -T—dxdz, 
.0     ^0     ^^  J^    Jo     ^^ 


Dans  ce  cas,  on  pourra  effectuer  immédiatement,  sur  le  premier  membre 
de  l'équation  (2),  l'intégration  relative  à  5,  et  sur  le  second,  l'intégra- 
tion relative  kx,  et  l'on  obtiendra,  par  ce  moyen,  une  équation  entre 
quatre  intégrales  définies. 

Soit 

s  ce  que  devient  S,  quand   r  =  o, 

et 

M  ce  que  devient  U,  quand  x  =  o; 

S,  s,  U,  w,  auront  une  valeur  déterminée;  et  l'équation  dont  il  s'agit 
sera,  en  général, 

'    »(Ix-j    sdx^j    Vdz-       udz. 

0  •-  0  t/o  «   0 

C'est  celle  que  nous  avons  déjà  obtenue  dans  le  §  I  de  la  première 
Partie. 

Supposons  maintenant  que,  pour  certaines  valeurs  de  x  et  de  z  com- 

prises  entre  les  limites  des  intégrations,  les  deux  fonctions   >:»  -r- 

OZ       OX 

deviennent  indéterminées;  et  représentons  par 

x-z\,     z  =  Z 

un  des  systèmes  de  valeurs  dont  il  s'agit,  en  sorte  que  X  soit  compris 
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entre  les  limites  o  et  a,  et  Z  entre  les  limites  o  et  b.  Alors  chacune  des 
intégrales 


••  0  •   0 


et,  par  suite,  chacune  des  fonctions  S  et  U,  deviendra  nécessairemenl 
indéterminée,  lorsqu'on  y  supposera  o:  =  X,  z  =  Z.  Dans  le  même  cas, 
les  deux  intégrales  doubles 


»a    /*b  Ao  /«a    /ta 


Jl     -T~dxdz,     I      I     -r-dxdzy 


ont  aussi  une  valeur  indéterminée;  en  sorte  que  l'équation  {2)  semble 
devenir  entièrement  illusoire.  Néanmoins,  comme  chaque  élément  de 

l'intégrale  1     f    âz  dxdz  correspond  à  des  valeurs  déterminées  dex 

et  de  2,  et  obtient  lui-même  une  valeur  déterminée,  lorsqu'on  y  sub- 
stitue d'abord  la  valeur  de  j?,  en  regardant  z  comme  constante,  et  en- 
suite la  valeur  de  z,  la  somme  des  éléments,  ou  l'intégrale  double  que 
l'on  considère,  obtiendra  aussi  une  valeur  déterminée  dans  le  cas  dont 

'      j     -^dxdz. 

Par  suite,  l'équation  {2)  cessera  d'être  indéterminée,  si,  dans  chacun 
des  éléments  dont  se  composent  les  intégrales  doubles  qui  forment  les 
deux  membres  de  cette  équation,  on  suppose  les  valeurs  de  x  substi- 
tuées avant  celles  de  z.  Si,  dans  cette  hypothèse,  on  eifectue  sur  le 
second  membre  de  l'équation  (2)  Tintégration  relative  à  x,  on  aura, 
tout  comme  à  l'ordinaire^ 

dx 
et,  par  suite, 

nY'dzdx=j    Vdz—j    udz. 
De  même,  si,  dans  tous  les  éléments  de  l'intégrale 


r  ^^   1  I 

/     -r-  ax=^  L  —  11; 

.'0  ^^ 
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on  voulait  substituer  les  valeurs  de  z  avant  celles  de  Xy  on  aurait  encore 

I      j     -^  ax  dz  =z  \     ^(ix  —  I     s  ax. 

Mais  comme,  par  hypothèse,  on  doit  substituer  les  valeurs  de  œ  avant 
celles  de  5,  la  dernière  équatfon- ne  sera  plus  vraie;  et,  pour  la  cor- 
riger, il  sera  nécessaire  d'augmenter  le  second  membre  d'une  certaine 
quantité.  Soit  A  la  quantité  dont  il  s'agit;  on  aura,  en  supposant  les 
valeurs  de  x  substituées  avant  celles  de  5, 

/      f      -r-dzdx^^  I     Srf.r—  /     sdx-i-A. 

K  J,  ^^  Jo  J. 


«'0      •^ù 


On  a  déjà  trouvé,  dans  la  même  hypothèse, 

ri       -T-  dz  dx  :r:=i    I      V  dz  —    1      U  dz . 

.0    Jo     ^-^  Jo  Jo 

Par  suite,  l'équation  (2)  deviendra 

f     Sdx—j     sdx-hA—j    Udz-j    udz. 

Nous  indiquerons,  dans  le  paragraphe  suivant,  le  moyen  d'obtenir  la 
quantité  A,  c'est-à-dire  l'accroissement  que  reçoit  l'intégrale  double 

dxdz. 


If  T. 


lorsqu'au  lieu  de  substituer,  dans  chaque  élément,  les  valeurs  de  z 
avant  celles  de  x,  on  y  substitue  les  valeurs  de  x  avant  celles  de  z. 
Cette  quantité  représente,  comme  on  le  voit,  la  correction  qu'il  faut 
apporter  au  premier  membre  de  l'équation  (3),  lorsque  les  fonctions 
S  et  U  prennent  une  forme  indéterminée  pour  certaines  valeurs  de  x  et 
de  z  comprises  entre  les  limites  de  l'intégration.  Nous  allons  mainte- 
nant faire  voir  comment  on  peut  déterminer  pour  a?  et  5  les  différents 
systèmes  de  valeurs  qui  jouissent  de  cette  singulière  propriété. 
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Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  valeurs  de  -r— >  -r-i  — » 
--^9  ne  puissent  devenir  indéterminées  ni  infinies  entre  les  limites  des 

intégrations;  alors  les  deux  quantités  S  et  U,  déterminées  par  les  deux 
é(j  nations 

P'  î^  _  P"  ^  —  S         F  !?M  _  p"  ^'  =:  U 

ôx  ùx  '  ôz  ôz  * 

ne  pourront  se  présenter  sous  la  forme  ^,  à  moins  que  P'  et  P'  ne 
soient  des  fractions  qui  aient  zéro  pour  dénominateur.  Il  ne  reste  plus 
((u'à  déterminer  les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  circonstance 
ait  lieu. 

Les  valeurs  de  P'  et  de  P"  sont  déterminées,  comme  Ton  sait,  par 
Téquation 

/(M  ± N  v'^)  =  V'±  P"  v'^» 

/{ce)  étant  une  fonction  déterminée  de  x.  Concevons  maintenant  que  la 
fonction /(a:)  soit  une  fraction  qui  ait  r^(^)  pour  numérateur  et  ¥[x) 
pour  dénominateur,  en  sorte  qu'on  ait 

•^  ^    ^       t  [x] 

.T(.r)  et  ¥{x)  étant  deux  nouvelles  fonctions  de  x.  Faisons,  dé  plus, 

cf(M±:Nv^)^Q'±Q"v'^» 
F  (  M  di  N  V'  -~i  )  ^  R'  ±:  R  "  \/^^  : . 


on  aura 


,v  ^  p'^  j—,  _  Q'^Q^s'-^  _  (Q-±Q^/-I)(R-zpR^/-,! 
""      ^  RiR-v"  R^^  +  R"^ 


et,  par  suite. 


~    R=^  +-ir-  '       "~    R'2-+-îr^ 


Ainsi  les  fractions  qui  représentent  P'  et  P"  ne  peuvent  avoir  zéro 
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pour  dénominateur,  à  moins  que  R'  et  R"  ne  soient  séparément  nulles; 
et,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  P'  et  de  P'  sont  toujours  indéterminées, 
jamais  infinies;  car  le  numérateur  des  fractions  que  l'on  considère  s'éva- 
nouit alors  aussi  bien  que  leur  dénominateur.  Il  suit  encore  de  cette 
proposition  qu'en  général  les  valeurs  de  S  etT  peuvent  devenir  indé- 
terminées, mais  non  pas  infinies;  ce  qui  prévient  quelques  objections 
qu'on  aurait  pu  faire  contre  la  théorie  précédente. 

Les  systèmes  de  valeurs  de  xeide  z  qui  rendent  les  quantités  P'  et  P" 
indéterminées  sont,  par  ce  qui  précède,  ceux  qui  satisfont  a  la  fois  aux 
deux  équations 

R'zzzo,       R'zzro, 

et  qui  sont  en  même  temps  compris  entre  les  limites  des  intégrations 
relatives  kx  elk  z.  Soit  .r  =  X,  c  =  Z,  un  quelconque  de  ces  systèmes. 
On  pourrait,  à  la  rigueur,  obtenir  les  diverses  valeurs  de  X  et  de  Z  eu 
éliminant  z  ou  x  entre  les  deux  équations  R'  =  o,  R"  =  o,  et  résolvant 
par  rapport  à  a-  ou  à  s  l'équation  résultant  de  cette  élimination.  Mais 
on  peut  y  parvenir  bien  plus  facilement  de  la  manière  suivante. 
L'équation  R'-  -f-  R"-  =  o  équivaut  à  celle-ci  : 

F(M  -t-  N  v/~  j  F(M  -  N  v^~)  =  o. 

Les  valeurs  réelles  de  j?  et  de  -s  qui  satisfont  à  cette  dernière  sont 
celles  qui,  substituées  dans  M  et  N,  donnent  a  ces  fonctions  des  valeurs 
telles,  que  les  deux  polynômes 


M-hNv'-i,    M-Ny-i, 
représentent  un  des  couples  de  racines  imaginaires  de  l'équation 

F(x;.--^o, 

ou  celles  qui,  déterminant  pour  N  une  valeur  nulle,  rendent  la  fonc- 
tion M  égale  k  l'une  des  racines  réelles  de  la  même  équation 

¥[x]  =z  o. 
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Si  donc  on  représente  par  cL-h&\'  —  i  une  quelconque  des  racines  de 
cette  dernière  équation,  S  devant  être  nul  lorsque  la  racine  est  réelle, 
il  suffira,  pour  déterminer  les  diverses  valeurs  de  X  et  de  Z,  de  ré- 
soudre, par  rapport  Uœ  eiz^  les  équations  de  la  forme 

[5'  Mr=a,     Nr=6, 

et  de  chercher,  parmi  les  valeurs  réelles  des  variables  qui  leur  satisfont, 
celles  qui  sont  en  même  temps  comprises  entre  les  limites  des  intégra- 
tions qu'il  s*agit  d'effectuer.  Appliquons  ces  principes  à  quelques 
exemples. 

Première  application.  —  Soit,  comme  dans  le  §  Il  de  la  première 
Partie,  M  =  j;,  N  =  :;,  on  aura  simplement 

(i;  \  =  a,  z  =  e. 

Il  suffira  doue  alors  de  calculer  les  diverses  valeurs  de  a  et  de  €. 
Exemple  /.  —  Soit  F(x)  =  i  -h  jc^.  L'équation 

I  -h  x^  =  cr 


ayant  deux  racines  imaginaires,  savoir,   -hv— ^  et  ~v~~'»  ^^  ^^' 
tiendra  deux  svslëmes  de  valeurs  de  a  et  de  6,  savoir  : 

a  =r  o,     €  =^  I, 
a  =  o,     Szzz  —  I. 

Exemple  IL  —  Soit  Y[x)  =  i  -^-x^  L'équation 

I  4-  X*  =:  O 


ayant  quatre  racines  imaginaires,  savoir. 


»  -h  \^—  i         1  — V— I         —  i-4-v^— I         —  I  — V— i 


2  2  2 
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on  obtiendra  quatre  systèmes  des  valeurs  de  a  et  de  6,  savoir  : 


I       ^  I 


'         /?  ' 

a  =  -f-  —-  j     o  = =  » 

I  -  I 

^ î_      g ^»_ 

Exemple  111,  —  Soit  F(ip)  =  i  -f-  a?^";  les  diverses  racines  de  Téqua- 
tion 

étant  représentées  par  la  formule 

cos(2/r-h  i] h  v^—  I  sinf'iA*  -f- 1)— ^1 

OÙ  ^  désigne  un  nombre  entier  pris  à  volonté,  les  divers  systèmes  de 
valeurs  de  a  et  de  6  seront  déterminés  par  les  deux  équations 

a=i  cos(2/r-+-i) — 1     6  —  sin(2/r  -+- 1) 

^  'in  ^  'in 

On  choisira  parmi  ces  systèmes  ceux  qui  sont  compris  entre  les  limites 
des  intégrations  que  Ton  doit  faire. 

Exemple IV.  —  Soit  Y[oc)  =  x^"  —  i,  on  trouvera 

ikn       ^        ,    ikr. 

a  =  cos j     6  =  sm ? 

in  m 

k  étant  un  nombre  entier  pris  à  volonté. 

Exemple  F.  —  Soit  F(j;)  =  c^  — i.  Les  diverses  racines  de  l'équa- 
tion e'—  I  =  o,  ou  a?  =  /(i),  se  trouveront  toutes  comprises  dans  la 
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A  étant  an  nombre  entier  quelcomjue  positif  ou  négatif.  Par  suite,  les 
divers  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  S  seront  déterminés  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

Exemple  VI.  —  S<:>it  \  x  =  «^-i-  r,  on  trouvera 

i(  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

Exemple  VIL  —  Soit  V  x]  =a  —  eosax,  a  étant  une  quantité  posi- 
tive; et  cherchons  le  système  de  valeurs  de  a  et  de  6  dans  lequel  la  va- 
leur de  %  se  trouve  comprise  entre  les  limites  o  et  -• 

Supposons  d'abord  a  <  i  :  les  diverses  racines  de  Téquation 
rosax  — a  =  o  seront  toutes  réelles  et  comprises  dans  la  formule 
X—  ^arccosa.  Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  arccosa  le  plus  petit  des 
arcs  qui  ont  a  pour  cosinus,  le  système  cherché  sera  déterminé  par  les 
deux  équations 

a  =r  ^arc  cosa,     0  =  0. 

Supposons  en  second  lieu  a  >  i ,  Téquation 

cos-ïj:  —  a^r^  o 

aura  toutes  ses  racines  imaginaires  et  comprises  dans  la  formule 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  Par  suite,  le 
système  cherché  sera  déterminé  par  les  deux  équations 

Exemple  VIII.  —  Soit  ¥{x)  —  a-h  cos2ic,  a  étant  une  quantité  |>o- 
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sitive,  et  cherchons  toujours  le  système  de  valeurs  de  a  et  de  6  pour 
lequel  a  se  trouve  compris  entre  les  limites  o  et  ^tt. 
Si  l'on  suppose  d'abord  a  <  i ,  on  trouvera 

a^=.  ^arccos{  —  a),     6~  o, 

arccos{—  a)  désignant  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  —  a  pour  cosinus. 
Si  l'on  suppose  en  second  lieu  a  >  i ,  on  trouvera 

Seconde  application.  —  Soit,  comme  dans  le  §  III  de  la  première 
Partie,  M  =  ax,  ^  =  xz,  et  désignons  toujours  par  aH-ê\/— i  une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  F(ir)  =  o,  6  devant  être  nul 
lorsque  la  racine  est  réelle;  le,s  équations  (5)  deviendront  ax  =  oL, 
xz  =  6,  et  l'on  en  conclura 

(7)  X=?,     Z^^. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  que  l'on  considère,  on  a 

^=a.     ^=z.     S  =  aP'-zP"; 
ox  ox 

et,  par  suite,  S  peut  devenir  indéterminée,  non  seulement  quand  P'  et 
P"  le  deviennent,  mais  encore  lorsqu'on  a  en  même  temps  5  =  oo  , 
P"  =  o.  Il  peut  donc  exister  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  X 
et  de  Z  dans  lesquels  on  ait  Z  =  qo  .  Mais,  si  les  intégrations  relatives 
à  5  ne  doivent  pas  s'étendre  jusqu'à  z  =  oc  ,  on  devra  rejeter  ces  der- 
niers systèmes,  et  conserver  seulement  ceux  qui  donnent  à  P'  et  à  P" 
une  forme  indéterminée. 

Exemple  L  —  Soit  F(a7)  =  1  -h  a?^,  on  trouvera  deux  systèmes  de 
valeurs  de  X  et  de  Z,  savoir  : 

X-^o,    Z=t, 
X--0,    Z=^-i. 

49- 
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Exemple  IL  --  Soit  Y{x)  =  i-ha)\  on  trouvera  quatre  systèmes 
compris  dans  les  deux  formules 

Exemple  III.  —  Soit  Y{x)  =  i -h  x^'';  si   Ton   désigne  par  k  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  on  aura 

cosfa/r-hi)  — 

X=: 9     Z  —  a  lang  2/rH-  i 

a  °^  '2/1 

Exemple  IV.  —  Soit  F(ar)  ^e"^—  i;  si  l'on  désigne  toujours  par  k  un 
nombre  entier  quelconque,  on  aura 

iki: 


X  =  o,    Z  = 


o 


Exemple  V.  —  Soit  Y{x)  =  e^-hi;  si  Ton  désigne  toujours  par  k  un 
nombre  entier  quelconque,  on  aura  encore 


O 

On  pourrait  multiplier  à  Tinfini  ces  divers  exemples;  mais  ceux 
qu'on  vient  de  rapporter  suffisent,  comme  on  le  verra  bientôt,  pour  la 
détermination  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

II. 

SUR  LA  DIFFÉRENCE  DES  VALEURS  QUE  REÇOIT  UNE  INTÉGRALE  DOUBLE  INDÉTERMINÉE 
RELATIVE  AUX  DEUX  VARIABLES  X  ET  Z,  SUIVANT  QU'ON  Y  SUBSTITUE,  DANS  TOUS 
LES  ÉLÉMENTS  A  LA  FOIS,  LES  VALEURS  DE  X  AVANT  CELLES  DE  Z,  OU  LES  VA- 
LEURS DE  Z  AVANT  CELLES  DE  X. 

Dans  toutes  les  intégrales  doubles  que  nous  avons  considérées  jus- 
qu'ici, on  peut  effectuer  immédiatement  l'intégration  relative  à  l'une 

des  variables.  Telle  est,  par  exemple,  l'intégrale   /  /  -r-dxdz.  Suppo- 
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sons,  à  l'ordinaire,  que  cette  dernière  intégrale  doive  être  prise  entre 
les  limites  a?  =  o,  a:  =  a,  2  —  o,  z  ==  6.  Si  l'on  substitue,  dans  tous 

les  éléments  à  la  fois,  les  valeurs  de  z  avant  celles  de  x,  on  aura,  en 

• 

désignant  par  s  ce  que  devient  S  quand  2  =  0,  et  supposant  dans  S, 
z  =  bf 

I      I     -T-  ax  az  ^=  I     S  ajr  —  I     s  dx. 

Jû       X        ^^  c/û  Jo 


Mais,  si  l'on  suppose  les  valeurs  de  x  substituées  avant  celles  de  z, 
l'équation  précédente  ne  sera  plus  vraie  ;  et  pour  la  corriger,  il  sera  né- 
cessaire, ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué,  d'ajouter  au  second  membre 
une  certaine  quantité  A.  On  aura  donc,  dans  cette  seconde  hypothèse, 

(8)         r  r^dzdx=  Tsdx-  rsdx-^A. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  A.  Il  suffit,  pour  y  parvenir, 
de  résoudre  le  problème  suivant. 

Problème  I.  —  Soit  K  =  (p(a7,  5)  une /onction  de  x  et  de  z  qui  devienne 
indéterminée  pour  les  valeurs  x=zX^  z  =  Zf  de  ces  deux  variables.  Con- 
cessons,  de  plus,  que  l'intégrale  indéfinie 


SI 


-r-dx  dz 
ôz 


dois^e  être  prise  entre  les  limites  a?  =  a',  x  --  a",  z  =  b\  z  ^=  b'\  et  que 
le  système  des  valeurs  ;r  =  X,  5  =  Z,  soit  renfermé  entre  ces  mêmes  li- 
mites. On  demande  la  valeur  que  reçoit  V intégrale  dont  il  s'agit,  lors- 
quon  y  substitue  y  dans  tous  les  éléments  à  la  fois,  les  valeurs  de  x  avant 
celles  de  z . 

Solution.  —  Supposons  qu'en  ayant  égard  aux  signes  des  quantités, 
c'est-à-dire,  en  considérant  une  quantité  négative  plus  grande  comme 
plus  petite  qu'une  autre  quantité  négative  moindre,  on  ait 
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On  aura,  en  général. 

Mais  il  pourra  se  faire  aussi  que  X  soit  égal  à  Tune  des  limites  a',  a",' 
etZà  l'une  des  limites  b\b".  Je  commencerai  par  admettre  cette  der- 
nière hypothèse,  qui  se  partage  naturellement  en  quatre  autres,  sa- 
voir : 

\  =  a\     Z^b\ 
X==a",    Z  =  fc', 

et,  pour  plus  de  facilité,  je  supposerai  d'abord  que  la  fonction 
K  =  <p(a7,  z)  ne  peut  jamais  devenir  infinie  entre  les  limités  que  l'on 
considère,  ni  même  indéterminée,  si  ce  n'est  pour  le  système  de  va- 
leurs 

j:  ==:X,     z  =  z. 

Cela  posé,  soit  en  premier  lieu 

X  =  a',    Z  =  ft'. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  double    /  \  -^dxdz  entre  les 

limites  x  =  a\  x^=  a",  z=^  b\  z  =  h>\  il  suffira  évidemment  de  cher- 
cher la  valeur  de  la  même  intégrale  entre  les  limites 

Z^V    ^X,y  Z--^    h'\ 

^  étant  une  quantité  très  petite,  et  de  supposer  ensuite  Ç  =  o.  Mais, 
suivant  que  l'on  fera  évanouir  X,  avant  ou  après  l'intégration  relative 
a  .r,  on  obtiendra  la  valeur  que  reçoit  l'intégrale  doubje  cherchée, 
lorsqu'on  y  substitue,  dans  tous  les  éléments  à  la  fois,  les  valeurs  de  z 
avant  celles  de  Xy  ou  celle  que  reçoit  la  même  intégrale,  lorsqu'on 
effectue  les  substitutions  en  sens  contraire.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans 
quelques  détails. 
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L'intégrale  indéfinie   I  -j-dz  étant  représentée  pai 


K  =  (f{x^z)  -h  consl., 
la  même  intégrale,  prise  entre  les  limites  2  =  è'-h  Ç,  z—  b'\  sera 


/     ^dz  =  <f{x,b'']-<f{x,b'  +  K). 


Si  l'on  multiplie  cette  dernière  par  dx,  et  qu'on  intègre  le  résultat 
entre  les  limites  x  =  a',  a?  =  a",  on  aura 


(9) 


pour  la  valeur  de  l'intégrale    /      /     -^-docdz.  Si,  dans  l'expression 

précédente,  on  suppose,  avant  l'intégration  relative  à  a?,  ^  —  o,  cette 
expression  deviendra 

'     (f[x,b'']dx  —  ï     (f(x,b')dx. 

a'  '  *^  a' 

C'est  la  valeur  de  l'intégrale  double  cherchée,  lorsqu'on  y  substitue  les 
valeurs  de  z  avant  celles  de  or.  Mais,  si  l'on  veut  obtenir  la  valeur  de  la 
même  intégrale  double  dans  le  cas  où  l'on  fait  les  substitutions  en  sens 
contraire,  il  faudra  à  l'expression  (10)  ajouter  une  certaine  quantité  A 
dont  la  valeur  sera  déterminée  par  l'équation 

(il)  A.r^r    [9(x,&')->?(:r,fc'-+-Ç)]rf^, 

dans  laquelle  on  ne  doit  supposer  ^  =  0  qu'après  avoir  fait  l'intégra- 
tion par  rapport  à  x.  En  admettant  cette  valeur  de  A,  on  aura,  pour  la 
valeur  de  l'intégrale  double  cherchée  dans  le  cas  où  l'on  substitue  les 
valeurs  de  x  avant  celles  de  z, 

(f(x,b'')dx  —  j     rf[x,b^)dx  -h  A. 

a'  *'  rt* 


1 
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Si  l'on  supposait  K=:  (p(jc,  2)=  S,  è'  =  o,  6"=  b,  en  désignant  pars 
ce  que  devient  S  quand  2  =  o,  et  remplaçant  z  par  b  dans  S,  on  trouve- 
rait que  l'expression  précédente  se  réduit  à 


J  a'  •^a' 


a" 
sdx  -\r  K, 


On  était  déjà  parvenu  à  une  semblable  expression;  mais  la  valeur  de  A 
était  restée  inconnue,  et  elle  se  trouve  maintenant  déterminée  par  le 
calcul  qu'on  vient  de  faire. 

La  valeur  de  A,  déterminée  par  l'équation  (11),  peut  se  mettre  sous 
une  forme  plus  simple.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  £  une  quantité  très 
petite,  on  pourra  décomposer  l'intégrale 


/ 


9(ar,6'-+-Ç)rfjr, 


en  deux  intégrales  de  même  forme,  prises,  l'une  entre  les  limites 
X  =  a',  a?  =  a'  -h  e,  et  l'autre  entre  les  limites  a?  =  a'  -h  £,  or  =  a".  Pour 
obtenir  la  première  partie,  il  suffira  évidemment  de  faire  x^=^a! '\-\, 
et  d'intégrer,  par  rapport  à  Ç,  entre  les  limites  Ç  =  o,  Ç  =  ê.  Cette  pre- 
mière partie  sera  donc  égale  à 

De  plus,  comme  la  fonction  9(0:,  6' -4-  Ç)  conservera  toujours  une  va- 
leur déterminée  pour  les  diverses  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  a?  =  a'-f-  e,  x  =^  a"^  l'intégrale 

aura  toujours  la  même  valeur,  soit  que  l'on  y  suppose  ^  =  o  avanl 
ou   après   l'intégration.  Par  suite,  la  seconde  partie  de  l'intégrale 

Jf     (f{x,b''\-l^)dx,  prise  entre  les  limites  x  =  a'-ht,  x  =  a!\  sen 
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égale  à  l'intégrale 

et  comme  on  peut  rendre  e^ussi  petit  que  Ton  voudra,  on  pourra,  sans 

erreur  sensible,  la  supposer  égale  à  l'intégrale    j     ff{x,b')dœ.  Cela 
posé,  on  aura 


•9 


)e/$. 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r    <f[x,b']dx-f    <f{x,b'-hK)dx  =  -  f  <f[a!-^i„b' 
On  aura  donc,  par  suite, 

e  étant  très  petit,  et  ^  devant  être  supposé  nul  après  l'intégration. 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtiendra  la  proposition  sui- 
vante. 

Soit  I  I  -,-dxdz  une  intégrale  double  qui  doive  être  prise  entre 
les  limites  x=^a\  x  =  a\  z  =  b\  z  =  h'\  et  dans  laquelle  la  fonction 
sous  le  signe  /,  savoir,  K  =  ç(^, z),  devienne  indéterminée  pour  le 
système  de  valeurs  des  variables 

X  =z  X  =  a',     z  :=  Z  =:  6'. 

Si  de  l'hypothèse  où  l'on  substitue,  dans  tous  les  éléments  à  la  fois, 
les  valeurs  de  z  avant  celles  de  x,  on  veut  passer  à  celle  où  l'on  fait 
les  substitutions  en  sens  contraire,  la  valeur  de  l'intégrale  double  se 
trouvera  augmentée  de  la  quantité 


devant  être  supposé  nul  après  l'intégration. 

OEuiret  de  C —  S.l.t.l.  5o 


:»^ 


VCMOIRE 


NoiLs  avons  :*iippost^,  .iaat»  «'e  •{iiî  préiièile^  X^a\  Z  =  6';  maison 
pourrait  supposer  ii  v^ilonti^ 


2  =  ^'    ou    b\ 


••f*  <|iii  fournit  <piatre  hvpotliêî*^*  ^IliTêreateîj.  Par  des  raisonnements 
s#»mbl;»blet*  à  cetix  «pie  qous  venoas^  Je  tkire»  on  trouvera  les  râleurs 
'Suivantes  «le  A^  «^orresponifantes  arrx  «piatre  hTp4>tlièses  dont  il  s*agit  : 


Potir  \^za\  Z^=  6 


=  -  /  9  X  — ;,z-T-r.  di. 


•  « 


Fofir  Xrirtf ,  z  =  r ^  =  - I  9  x-«-i,z  — r;  rf;. 


r  2 


«<■ 


Pour  X  =  a\  Z;=^* 


A  =  -  /    3  X-;,Z^Ç    iC. 


•  « 


«& 


PoarX  =  a^,  Z^r ^^—  \    sX— ;,Z-r   rf$. 

Le^  quatre  valeurs  précédentes  de  A  sont  exprimées  chacune  par  une 
intégrale  relative  à  la  variable  ;*  et  prise  entre  des  limites  infiniment 
rapprrHrhées  de  cette  même  variable.  Mais,  comme  on  ne  doit  y  sup- 
(Kiser  î  =  o  qu*apres  rinléi^ratîon,  ces  intégrales  peuvent  n'être  pas 
nulles.  Je  désignerai  les  inté^nrales  de  cette  espèce  sous  le  nom  dV/i/e- 
grales  singulières.  Nous  allons  faire  voir,  par  un  exemple,  comment  on 
peut  en  déterminer  la  valeur. 


Exemple.  —  Soit  K  =  o  x,  s   = 
{(raie 


x= 


— »  et  concevons  que  Tinté- 


// 


dxdz 


doive  être  prise  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  \^  x  =  o^  a:  =  i .  Si  Ton 
huppose  les  valeurs  de  z  substituées  avant  celles  de  x,  on  aura 


SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  395 

Mais,  si  Ton  veut  renverser  l'ordre  des  substitutions,  l'intégrale  chan- 

géra  de  valeur;  car  la  fonction  — devient  indéterminée,  lorsqu'on 

suppose  à  la  fois  x  =z  o,  z  =  o.  On  a  donc,  dans  le  cas  présent. 

Par  suite,  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  la  première  valeur  de  l'inté- 
grale double  pour  obtenir  la  seconde  sera 

^  devant  être  supposé  nul  après  l'intégration  relative  à  ?.  On  a  d'ail- 
leurs, en  général, 

/  FTc^  ^^  ~  ^'^^  ^^^^  I  "^  const., 

arciang^  désignant  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  ^  pour  tangente.  On 
aura  donc 

Si,  dans  cette  dernière  expression,  on  fait  ^  =  o,  elle  deviendra  égale 
à  -•  On  a  donc 

et,  par  suite, 


n-r-rfa;rfz  =  7  4-A  —  —  -71 


dip  4  "^  4 


lorsqu'on  substitue  les  valeurs  de  •a?  avant  celles  de  2.  Ce  dernier  ré- 
sultat peut  être  aisément  vérifié  de  la  manière  suivante. 

K  étant  égal  a  -,-^,,     on  a    _^^-^_^^., 
et,  par  suite, 

/     l    -^  dz  dx  =2  l     I    ~^ —-  dz  dx, 

5o. 
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On  a  d'ailleurs,  en  général, 


rjc2 2^                                    X 
- — -r-  rfx  = -h  consl. 


Donc 


j^    [x^-\-z^Y    '~       '^-2'' 

et,  par  suite, 


/        I       -r-dzdx=:—\      ;=:—-, 

J.   1    àz  /     I 


0     «^0  *'0 


4 


comme  ci-dessus. 

La  valeur  de  A  resterait  encore  la  même  au  signe  près,  si,  la  pre- 
mière limite  de  x  étant  négative,  la  seconde  était  égale  à  zéro,  ou  enfin 
si  ces  deux  hypothèses  avaient  lieu  toutes  deux  en  même  temps. 

Je  passe  maintenant  à  l'hypothèse  générale  dans  laquelle,  X  étant 
compris  entre  les  limites  a'  et  a",  sans  être  égal  à  aucune  d'elles,  Z  est 
aussi  compris  entre  les  limites  è'  et  6",  sans  égaler  aucune  de  ces  der- 

l     —dxdz, 

lorsqu'on  substitue,  dans  tous  les  éléments  à  la  fois,  les  valeurs  de  ^ 
avant  celles  de  a?,  est  encore  égale  à 


<^[x,h'')dx  —  \     Q[x,b')dx. 


Mais,,  si  l'on  renverse  l'ordre  des  substitutions,  et  que  l'on  suppose  les 
valeurs  de  x  substituées  avant  celles  de  s,  la  valeur  de  l'intégrale 
double  se  trouvera  augmentée  d'une  certaine  quantité  A  que  l'on  dé- 
terminera comme  il  suit. 

Concevons  que  l'on  partage  l'intégrale  donnée  en  quatre  autres  ilc 
même  forme,  prises,  savoir, 

La  première,  entre  les  limites 

x^=ia'y     .r  =  X,     2  =  ft',     z=^Z\ 

la  deuxième,  entre  les  limites 

j:  =  c',    x=.\y    z  — Z,    s —  4"; 
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la  troisième,  entre  les  limites 

X^=\f     Xrrzcd'y     z^^h\     z=zZ; 

la  quatrième,  entre  les  limites 

Comme,  dans  chacune  de  ces  intégrales,  Tune  des  limites  relatives  à  oc 
est  égale  à  X,  et  l'une  des  limites  relatives  à  z  égale  à  Z,  on  obtiendra 
Facilement,  par  ce  qui  précède,  les  quatre  valeurs  de  A  correspon- 
dantes aux  quatre  intégrales  dont  il  s'agit.  Ces  quatre  valeurs  seront 
précisément  celles  que  nous  avons  réunies  sous  le  n^  (12).  Leur  somme 

sera  la  valeur  de  A  correspondante  à  l'intégrale   /      j     -r-dz  dx,  prise 

entre  les  limites  x  =  a\  x  =  a",  z  =  b\  z  =  b".  On  aura  donc 

/  Pour  a'<X<a",     &'<Z<ft'', 

Exemple  L  —  Soit 

1  -h  Jr2_  32 


K  =  (f{x,z)=z 


(1-4- ^••'—  2^)=«-h4jC'-'22 

et  supposons  que  l'intégrale 


// 


-r-dx  di 
Oz 


doive  être  prise  entre  les  limites  x  =  —  a,  x  =  -\-a,  r.  —  o,  z  —  b, 
b  étant  plus  grand  que  l'unité.  La  fonction  K  se  présentant  sous  une 
forme  indéterminée  lorsqu'on  suppose  x  =  0,  s  =  i,  on  aura,  dans  le 
cas  présent, 

X:=0,      z  ^r  i; 

0 

et,  par  suite. 
Comme,  dans  la  valeur  de  A,  X,  doit  être  supposé  nul  après  l'intégra- 
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tion  relative  à  i,  on  peut,  sans  inconvénient,  négliger,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente,  ^^  relativement  à  ^,  ei^  relative- 

ment  à  l'unité  :  ce  qui  réduit  ce  second  membre  k  ,^,   ^   ^,'  .v,>  et 
même  à  ^ — ^.,v.,  ^  y.,,-  De  plus,  comme  la  variable  ^  doit  rester  très 

petite  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration,  on  pourra  négliger  encore 
l^  relativement  à  E^,  et  supposer,  par  suite, 


4lS^-^S=') 


On  ne  peut  plus  rien  négliger  dans  le  second  membre  de  celte 

Va  y 

équation,  ni  mettre  la  fraction  ,-^  ^.^   sous  une  forme  plus  simple. 

En  effet,  quoique  chacune  des  quantités  c,  C  conserve  toujours  une 
très  petite  valeur,  cependant  le  rapport  de  ces  deux  quantités  varie 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  car,  les  intégrales  relatives  à  E  devant  être 
prises  entre  les  limites  ^  =  o,  ^  =  e,  et  ^  ne  devant  être  supposé  nul 
qu'après  l'intégration,  on  aura,  à  la  première  limite, 


et,  à  la  seconde  limite, 


Si,  dans  l'équation  trouvée  plus  haut,  on  donne  successivement  à  ; 
et  à  ^^  les  signes  -h  et  -— ,  on  aura 


4u"-+-i;'j 


Cela  posé,  l'équation  (i3)  donnera  la  valeur  suivante  de  A  : 


^  ~i    4-^  4^  ''^  -  ''• 


\ 


% 
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Exemple  11.  —  Supposons  que  l'intégrale  /  j  —dxdz  doive  être 

prise  entre  les  lipiites  a?  =  —  a,  x  =  a,  5  =  0,  5  =  è,  b  étant  un 
nombre  positif  plus  grand  que  Tunité,  et  faisons 

i^[x,  z)  étant  une  fonction  de  a?  et  de  :;  qui  ne  puisse  devenir  indéter- 
minée entre  les  limites  dont  îl  s*agit. 

On  aura,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

X  =  o,    Z  =  1  ; 

et,  par  suite,  si  l'on  néglige  les  quantités  ç,  ^,  vis-k-vis  d'autres  quan- 
tités finies,  et  les  puissances  supérieures  de  chacune  d'elles  vis-à-vis 
des  puissances  inférieures,  on  trouvera 

9(X-^c:,Z  +  Ç)  =  J^L  +  (o,.); 

d'où  l'on  conclura 

A  =  TT  ^j^(o,  l). 

On  voit,  par  cet  exemple,  qu'il  est  souvent  possible  d'obtenir  la  va- 
leur de  A  en  termes  finis,  quoique,  dans  les  intégrales  doubles  que 
l'on  considère,  on  ne  puisse  effectuer  les  intégrations  relatives  aux 
deux  variables.  Les  paragraphes  suivants  fourniront  de  nouvelles 
preuves  de  cette  assertion. 

Des  quatre  parties  qui  composent  la  valeur  générale  de  A  donnée 
ci-dessus  (i3), 

La  première  disparaît  quand  on  a X  ==  «'  ou  Z  =  &'  ; 

La  deuxième,  quand  on  a X  =  /?"  ou  Z  =  &'  ; 

La  troisième,  quand  on  a X  —  a'  ou  Z  =  &"  ; 

La  quatrième,  quand  on  a X  =  a"  ou  Z  ==  6". 

Par  suite,  si,  l'une  des  quantités  X  et  Z  étant  comprise  entre  les 
limites  de  l'intégration,  l'autre  égale  une  de  ces  limites,  la  valeur  de  A 
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se  trouvera  réduite  à  deux  termes.  On  trouvera  de  cette  manière, 

Pour  X  =  a',    6'<Z<fc", 

\=fi     9(X  +  $,Z-Ç)-?(X  +  ^ZH-Ç)]rfç; 

Pour  X  =  a%     fr'<Z<ft", 

I/o 

\  Pour  a'<X<rt",     Z  =  6', 

A=  r  [-?(X-?,Z  +  Ç)-9(X  +  ?,Z-HÇ)]rf?: 

Pour  «'<X<«'',     Z=:&", 
Exemple.  —  Supposons  que  l'intégrale 


('4) 


// 


-r-dxdz 
ôz 


doive  être  prise  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  ay  s  =  o,  z  =  b,  a  et  i 
étant  deux  nombres  positifs  dont  le  second  surpasse  l'unité;  soit,  (!«' 
plus, 

9(x.  z)  ^  K  =  ^,^^;^%~l\^,^,  4>(x,  z), 

•}^[x,  z)  étant  une  fonction  qui  ne  devienne  pas  indéterminée  entre  le> 
limites  dont  il  s'agit.  On  aura 


V  ..^.^       4-=p!»î: 


?(X  +  ;,Z±Ç)  =  ^i^f^^4,(o,,); 

et,  par  suite,  la  première  des  équations  (i4)  donnera 

Les  formules  (i:^),  (i3)  et  (i4)  font  connaître,  dans  tous  les  cas  pus 
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sibles,  la  valeur  de  A  relative  au  système  des  valeurs 

pour  lequel  la  fonction  K  se  présente  sous  une  forme  indéterminée.  S'il 
existait  plusieurs  systèmes  semblables  compris  entre  les  limites  de 

'      /     -T-dxdz^  il  faudrait  déterminer,  pour  chacun 
«'  *^  b' 

d'eux  séparément,  la  valeur  de  A  au  moyen  des  formules  précédentes; 
et  la  somme  des  valeurs  obtenues  serait  la  valeur  complète  de  A  rela- 
tive à  l'intégrale  double  que  l'on  considère.  Quant  aux  systèmes  de 
valeurs  qui  pourraient  rendre  la  fonction  K  infinie,  nous  ne  nous  en 
occuperons  pas,  parce  que  cette  circonstance  ne  se  présente  pas  d'ordi- 
naire dans  la  théorie  des  intégrales  doubles  que  nous  avons  à  consi-  . 
dérer. 

Il  suit  des  principes  établis  ci-dessus  que  la  valeur  de  l'intégrale 
double  définie 


/7' 


-;—  dx  dZy 

h-  ^^ 


dans  le  cas  où  l'on  y  substitue,  dans  tous  les  éléments  à  la  fois,  la  valeur 
de  X  avant  celle  de  r,  est  composée  de  deux  parties.  La  première  partie 
est  la  valeur  que  reçoit  cette  intégrale  lorsqu'on  y  substitue  immédia- 
tement les  valeurs  de  z  après  la  première  intégration  relative  à  s.  La 
seconde  partie,  que  nous  avons  désignée  par  A,  est  la  somme  de  plu- 
sieurs intégrales  singulières.  La  première  partie  peut  être  obtenue  en 
termes  finis,  toutes  les  fois  qu'après  avoir  eflectué  la  première  intégra- 
tion relativement  à  z,  on  peul  encore  efl*ectuer  la  seconde  relativement 
à  x\  et  les  difficultés  que  cette  détermination  présente  sont  unique- 
ment celles  que  peut  offrir  la  conversion  des  intégrales  indéfinies  en 
intégrales  définies.  Nous  ferons  voir,  dans  le  paragraphe  suivant,  que 
ces  difficultés  peuvent  toujours  être  facilement  surmontées.  Quant  à  la 
valeur  de  A,  nous  avons  déjà  prouvé,  par  des  exemples,  qu'on  pouvait 
quelquefois  l'obtenir  en  termes  finis,  quoique  les  intégrations  doubles 
ne  pussent  être  complètement  effectuées  par  rapport  aux  deux  variables 

Œuvres  de  C,  —  S.  1,  t.  I.  ,  5 1 


♦-v 


y  i,>    ii^: 


■«■  '  I    •  ' 


'  '  *    '     '  ,  ■       •  •'     . '  -'    •'. .-•' 


--^  -         -'      !•' 


«  •  •-.•..•• 


'»''      ■*'*..*  «  ■  **'•'       »•         *"  •• 


*   •'''•-»'•    '  ^^    '— V'  *'  ^',/,^. '_,.   s^.         .-.:".« 


r« 


ii"iii  n.jjtK^-ji.  ,4  fy,^,  ..    ;,U'/. 


>/  <*>  r 


'/J,,^./yi' 


t 


•  -    </    {/.,■•,.(    V   '-     <»!,(•  II).   o^--»-,,i    i   i;:^   i.i.    ■•■• 


••    '•'•"    ••■:•••*       <-.  c       /^  .  u   »^.^u.  „.   "i...-_rr;-    - 


'^        •''■■*      ,'      ■  >•     */',>/ .J..i<i     J/7i.«     '»H..  ,'<|,i 


•  r 
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présentée,  à  l'ordinaire,  par 

Mais,  si,  pour  une  certaine  valeur  de  z  représentée  par  Z  et  comprise 
entre  les  limites  de  l'intégration,  la  fonction  9(2)  passe  subitement 
d'une  valeur  déterminée  à  une  autre  valeur  sensiblement  différente  de 
la  première,  en  sorte  qu'en  désignant  par  ^  une  quantité  très  petite, 

on  ait 

9(Z-4-Ç)-9(Z-Ç)-^» 

alors  la  valeur  ordinaire  de  l'intégrale  définie,  savoir, 

devra  être  diminuée  de  la  quantité  A,  comme  on  peut  aisément  s'en 
assurer. 

En  effet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  diviser  l'intégrale  définie 

*  /  ç'(s)rf5,  prise  entre  les  limites  z  =  b\  z  —  b\  en  deux  autres  inté- 
grales de  même  forme,  prises,  l'une  entre  les  limites 

et  l'autre  entre  les  limites 


Ç\  l'  désignant  deux  quantités  positives  infiniment  petites,  dont  le  rapport  pourrait  conver- 
ger vers  une  limite  finie  quelconque  A\  En  réduisant  cette  limite  à  Tunilé,  on  reproduirait 
la  valeur  principale  calculée  dans  ce  paragraphe. 
Si  Ton  considère  en  particulier  Tinté^rale 


a 


alors,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouvera,  pour  sa  valeur  générale, 
/(4)  —  /(•i)  +  A,  la  quantité  A  étant  donnée  par  la  formule 


=/(^)  =  /(*), 


dans  laquelle  A  désigne  une  constante  arbitraire.  En  réduisant  cette  constante  à  l'unité,  un 
obtiendra  la  valeur  principale  /(4)  —  /(2). 


5i. 
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pourvu  que,  dans  la  somme  de  ces  deux  dernières  inté^rrales.  od  >-> 
fKise  X  —  o.  D'ailleurs  celles-ci,  déterminées  par  la  métho'If  ••r-iirj<  >. 
^int  évidemment  égales,  la  première  à 

I  -  »  ' 

«-t  la  seconde  â 

6"  -o  z-t- r  . 


<  1    ' 


U'Ur  somme  sera  donc 

ou 

n'b'-o  b'   -X 

«  y  »    «  ' 

;iinf>i  que  nous  ravons  annoncé. 

Si  la  fonction  o[z)  changeait  plusieurs  fois  de  valeur  d'une  uiani^n- 
brusque  entre  les  limites  a  et  6,  pour  diverses  valeurs  de  -  repré>4'i)- 
tées  par  Z,  Z',  Z",  ...»  en  désignant  par  A,  A',  A*,  ...  les  variation^ 
subites  dont  il  s*agit,  on  trouverait,  par  des  raisonnements  semblal>li'> 
a  ceux  qu'on  vient  de  faire, 

o[b\  -oh'  -  A  -  A'  -  A''  - . . . 

pour  l'intégrale  définie  cherchée. 

Exemple  I.  —  Soit 

(r,"z]--^-.     b'^-'x,     b''  =  -hi: 

on  aura 

De  plus,  si  Ton  désigne  par  ^  une  quantité  très  petite,  on  aura,  en  jif- 
néral, 

/(s  H-  $;  —  /;z  —  !;)  —  o  : 

on  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  s  serait  nul;  car  on  a,  dans  cettr 
hvpothèse, 

/(!:î-./(-s)--/(-i). 
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On  aura  donc,  paj*  suite, 

A--/(-.); 

et  comme  la  valeur  o  de  s  est  ici  comprise  entre  les  lirnii>  » 
on  aura 

j^*^'-/(4)-/(-^)-A-/(4)-/(2). 

Ainsi  l'intégrale   /    —  a  la  même  valeur  que  si  elle  était  priM-  l'/ti» 

les  limites  -h  2,  -\-  ^;  et,  par  suite,  la  même  intégrale  s'évanouit  «M*lr4 
les  limites  2  =  —  2,  2  =  4-2;  ce  qui  d'ailleurs  est  évident,  puiHqij4' 
entre  ces  dernières  limites  tous  les  éléments  sont  deux  à  deux  é(ç;iiu 
et  de  signes  contraires. 

Exemple  II.  —  Soit 

//    >  sinz  ,,  .„      3;: 

^  ^    '        I  -f-   cosz  -  4 


Si  l'on  désigne  par  arctang le  plus  petit  des  arcs  positifs  ou  \\i\ 

gatifs  qui  ont pour  tangente,  on  aura 


cosz 

1 


<p(^j  :=  arc  tang 


cosz 


Cette  fonction  de  z  sera  égale  à  4  pour  5  =  0;  elle  croîtra  ensuite  d'une 

manière  continue  depuis  s  =  o  jusqu'à  5  = ^,  ^  étant  une  quan- 

tité  très  petite;  passera  brusquement  de  la  valeur  -^  qui  correspond  à 
r.  =  -  —  ?^,  à  la  valeur ?  qui  correspond  a  s  =  -  -+-  ^;  sera  néga- 

aX  ^  « 

tive  et  décroissante  depuis  s  =  --i-^  jusqu'à  5  =  -^?  et  deviendra, 
pour  cette  dernière  limite,  égale  à 

—  arc  tang  \ji. 


\ 
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On  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

(p(6')=:-,     <^[b'']=.-' arc  tang^7.y 

-='(^')-'(-:-^)=-;-ï=— 

et  par  suite 

<^[b' )  —  <^[b'* )  —  \  --=  -y arc  tang ^-i. 

Ce  sera  la  valeur  de  l'intégrale 


Si: 

smz  dz 


I  -f-(C0S3)- 

Cette  valeur  est  toujours  positive,  car  on  a 

arc  tang  ^i<C  -  <i  —• 

1         4 

Dans  le  cas  que  Ton  vient  de  considérer,  l'intégrale 

Sic 


prise  à  la  manière  ordinaire,  serait  simplement 

9 (M)  —  9(fe')  =^~  T  —  arc tangyJT.. 

Ainsi,  en  négligeant  A,  on  trouverait,  pour  l'intégrale,  une  valeur 
négative;  ce  qui  est  absurde,  puisque  tous  les  éléments  sont  évidem- 
ment positifs. 

IV. 

Srn    LA    VALEUR,    EN    TERMES    FINIS,    DE    LA   QUANTITÉ    REPRÉSENTÉE    PAR  A. 

Soit   /  /  -j-dxdz  une  intégrale  double  qui  doive  être  prise  entre 
les  limites  x  =  a\  x  =  a",  z  =  b\  z  =  h"\  et  supposons  que  la  fonction 
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devienne  indéterminée  pour  le  système  de  valeurs 

compris  entre  les  limites  de  l'intégration.  La  valeur  de  A  correspon- 
dante à  ce  système  sera,  en  vertu  de  la  formule  (i3), 

J,    L-?(X-$.Z  +  Ç)-9(X  +  $.Z-Ç)J     •• 

Cette  valeur  est  donc,  en  général,  la  somme  de  quatre  intégrales 
singulières  comprises  dans  la  formule 


■i: 


<^[\dzl,Z±K)dl 


Mais,  si  X  devient  égal  à  l'une  des  limites  de  a-,  ou  Z  a  Tune  des  li- 
mites de  z,  on  ne  devra  conserver  dans  A  qu'une  ou  deux  de  ces  inté- 
grales. Ainsi,  par  exemple,  on  devra  supprimer. 

Pour  X=:rf' les  deux  intégrales  qui  renfernienl  X  —  Ç; 

Pour  X  =  «''....  les  deux  intégrales  qui  renferment  X-h|; 

Pour  Z  =  6' les  deux  intégrales  qui  renferment  Z  —  S; 

Pour  Z  =  fr"  .. . .  les  deux  intégrales  qui  renferment  Z  h-  Ç. 

Cette  seule  remarque  conduit  aux  équations  (12)  et  (i4)  trouvées  dans 
le  §  II. 

S'il  existait,  entre  les  limites  de  l'intégration,  plusieurs  systèmes 
de  valeurs  de  a?  et  de  s  qui  rendissent  la  fonction  K  indéterminée,  il 
faudrait  calculer,  pour  chacun  d'eux  séparément,  la  valeur  de  A;  et  la 
valeur  complète  de  cette  quantité  serait  la  somme  des  valeurs  partielles 
relatives  à  chaque  système. 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer  les  valeurs  des  inté- 
grales singulières  de  la  forme   /   ç(X  zt  ^,  Z  ±^)rf^,  et  relatives  aux 

diverses  valeurs  de  K  que  nous  avons  considérées  dans  la  première 
Partie  de  ce  Mémoire. 
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On  y  parvient  facilement  à  l'aide  de  cette  seule  considération,  que, 
;  et  ^  devant  toujours  rester  très  petites,  on  peut  négliger,  sans  incon- 
vénient, chacune  de  ces  quantités  relativement  à  d'autres  quantités 
finies,  et  les  puissances  supérieures  de  chacune  d'elles  relativement 
aux  puissances  inférieures.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Les  deux  premiers  membres  des  équations  (3)  (§1,  I"*  Partie; 
expriment  les  valeurs  des  intégrales  doubles 


r£'^^'''"'  L\C^''''' 


prises  entre  des  limites  réelles.  Dans  ces  intégi*ales,  les  valeurs  de  S 
et  de  T  sont  déterminées  par  les  équations 

ôx  ôx 

ôx  ôx 

/(MztNv^^)=^P'=hP''>r=^, 

f[x)  désignant  une  fonction  quelconque  de  x,  et  M,  N,  deux  fonctions 
quelconques  de  x  et  de  z.  Supposons  maintenant 


^^^      Y[x] 


On  aura 


~~ -^  Lf(M  4- NV-'O  "^  F(M  -  N  v"^)] 


Soit,  de  plus,  a-^-êy  — i  une  des  racines  de  l'équation  F(jr)  =  o, 
et  désignons  par  j;-  —  X,  s  =  Z,  un  des  systèmes  de  valeurs  de  x  el 
de  z  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 

M  =  a,     N  =  6. 
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Ce  système  sera  un  de  ceux  qui  rendent  indéterminées  les  fonctions  P', 
P",  S  et  T.  Si  donc  il  se  trouve  compris  entre  les  limites  des  intégra- 
tions, il  existera,  pour  chacune  des  intégrales 


f      -T-dxdZy     I       I      -rr-dxdzy 


b'  ^a'    •^6 


une  valeur  de  A  correspondante  au  système  dont  il  s'agit.  Voyons 

quelle  est  cette  valeur. 

Désignons  par 

m    d^     m    â^ 

d\'  d\'   dZ'  dZ' 

ce  que  deviennent  les  fonctions 

m    d^    m    d^ 
dx     ôx     ôz     dz 

quand  on  y  suppose  ^  =  X,  z  =  Z.  Soient,  de  plus, 


(.5) 


fdMy      /âyy      „      dM  dM       <^N  dN      ^ 


ÔX  âZ       ôX  dZ 
d\  àZ        àZ  àX 


(i6) 


->•  LF(a  -  6  v'^)        F(a  -+-  6  y'-  i)  J 


( 


I  \ 


(^)  Les  équations  (i6)  sont  renfermées  Tune  et  Tautre  dans  la  formule 

(Al  -^, f-j===\^\-)^yl^x, 

qui  suffit  pour  déterminer  les  quantités  >  et  /a  supposées  réelles.  Cette  dernière  formule  peut 
encore  s*écrire  comme  il  suit  : 

(B)  «/(a-he\/^4-8)  =  >  — tAV^^T 

i  désignant  une  quantité  inGniment  petite. 
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Si,  dans  les  fonctions  M,  N,  P',  P",  S,  T,  on  fait 


x^X-h$,     z  =  Z-f-Ç, 


on  trouvera,  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  l  ou  de  ^  vis- 
à-vis  des  puissances  inférieures,  et  ces  quantités  elles-mêmes  vis-à-vis 
d'autres  quantités  finies, 


ÔS 


dZ 


r#    *?> 


F(M±N.'-)  =  [     {§i*-§i) 


dN 


d\^ 


m 

ÔZ 


^ç)v'-']F'(«±Sv'-i), 


^■(M±N  v/~  i)  =  ^(«±  6  yCTi), 


(•7) 


P'=: 


■j.  -.-.-T  U  H-    /  -H 


rfX 


âZ 


dZ 


P"^ 


(: 


dX 


)« 


S== 


T  = 


B^-^  +  2C^Ç-f-DÇ^' 


Cela  posé,  si  l'on  fait  d'abord 


S  =  cp(jr,2), 


on  aura 


;i8i 


9(X  +  ç,Z^Ç)r= 


>fBg^Cg)--aE^ 
B^^-h2C^Ç4-DÇ- 


Si,  après  avoir  multiplié  par  dl  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente, on  les  intègre  entre  les  limites  ç  =  o,  ;  =  s,  en  ayant  égani  a 
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l'équation  E  =  v^BD  —  C*,  puis,  que  l'on  change  successivement  l  en 
—  i  et  C  en  —  ^,  on  trouvera 


X-t-Ç,Z -+-?)«?? 


^      iH IK^ )-F[<'rclang—^^-arctang-y 

■  0 

x,/Be»-aCs;:-+-Di:n       /     .      Be-cc         .      c\ 

,      ^~~^\ W ■-)-i>-\nrctang—.^^+arclang^y 

x,/B£2-2Ccr  +  Dçn       /     .      Be-cç         .      <:\ 


2       \  DÇ» 

r9(x-^z-ç)rf$ 

I    • 

X,/B£»-t-?.Ceî:  +  D>:n         /       ,        Be  +  CÇ  .        C\ 

=  -;'( ÏÏÇi -^^^.[arclang-^^  -atcta„g^y 

c      .  ♦     . 

arc /a/ig^p;  désignant,  à  l'ordinaire,  le  plus  petit  arc  positif  ou  négatif 

C 
dont  la  tangente  soit  égale  à  ^t  et  ainsi  du  reste. 

Apres  que  l'on  aura  réuni,  en  leur  donnant  un  signe  convenable, 
celles  des  intégrales  précédentes  qui  doivent  concourir  à  former  la 
valeur  de  A,  il  faudra  supposer,  dans  le  résultat,  ÎI  =  o.  En  vertu  de 
cette  supposition,  la  partie  logarithmique  deviendra  toujours  nulle  ou 

infinie;  et  si,  comme  nous  l'admettrons  dorénavant,  le  rapport  ^  est 
positif,  chacun  des  arcs 

Be-+-C2:  ,        Bf-Cr 

arc  tang  — =r3 — -  ->   arc  tang  — — —  ? 

se  trouvera  réduit  à  -• 

2 

Cela  posé,  si  l'on  parcourt  successivement  les  diverses  hypothèses 
qui  nous  ont  conduit  aux  formules  (12),  (i3)  et  (i/|)  du  §  II,  on 


52. 
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trouvera 

Pour  a'<X,<«%  b'<Z<b'' A  =  2/jl7:, 

Vour  \  =  a   ou  a%  6'<Z<&^      ) 

l^^M  Pour  fl'<X<a",  Z^b'oub'') 

Pour  X  =  a'  ou  a'\  Z  =  6'  ou  6"...     A  =  m (-zfcarc/ang- =Jibx>.. 

Telles  sont  les  équations  qui  déterminent,  suivant  les  différents  cas 
qui   se   présentent,  les  valeurs  de  A  relatives  à  l'intégrale  double 


'      /     -T-dxdz.   Pour  avoir  celles  qui  sont  relatives  à  l'intégrale 

fi  X.  tf 

double   /      /     -^dxdz,\]  faudra  faire 

./.     Ja'     ^- 


T  =  (p(x,2). 


On  aura,  dans  cette  hypothèse, 

Pour  obtenir  cette  dernière  équation,  il  suffit  de  changer,  dans  l'é- 
quation ([8),  [L  en  >.,  et  X  en  —  [x.  Par  suite,  si  Ton  effectue  le  même 
changement  dans  les  équations  (20),  on  obtiendra  immédiatement  les 

Il  suit  des  calculs  précédents  que  les  valeurs  de  A  relatives  aux 
deux  intégrales 


a      ^  ù  ^  a 


(  '  )  Si,  à  la  place  des  intégrales  dont  il  est  ici  question,  l'on  considère  la  somme 


..      Jb'     ^*  Ja'      Jb'      ^* 


équivalente  au  premier  membre  de  Féquation  (A)  (I^  Partie),  on  trouvera,  au  lieu  des  fur- 
mules  (21), 

(C)  A  =  27r  /3"i  [\  -  li.  v/3",), 
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restent  finies,  toutes  les  fois  qu'on  n'a  pas  en  même  temps  X  égal  h 
l'une  des  limites  de  x^  et  Z  égal  à  l'une  des  limites  de  z.  Si  aucune  dr 
ces  égalités  n'a  lieu,  les  valeurs  de  A  seront  respectivement 

\  =11117:    pour  Finlégrale      1       /     —dxdz, 

/,«  pb  ^J 
A -—lin     pour  l'intégrale      I       i      -j-dxdz. 


a     •'A' 


Si  une  seule  de  ces  égalités  a  lieu,  on  devra  prendre  seulement  la 
moitié  des  valeurs  précédentes,  et  l'on  aura,  en  conséquence, 

I  A  =  /ji7r       pour  Tintégrale      /       /      —dxdz, 

(22)  \ 

A  =  }v7r       pour  Tinlégrale      l       i      -j-dxdz. 


a'    ^  b' 


Les  valeurs  de  \  et  de  »/.  sont  toujours  déterminées  par  les  équa- 
tions (16). 

Les  équations  (21)  et  (22)  deviendraient  illusoires,  si  les  valeurs 
de  \  et  de  \>.  se  présentaient  sous  une  forme  indéterminée;  ce  qui  arri- 
verait nécessairement,  si  F'(a  H-  6\/—  i)  devenait  nul  ou  infini.  On  sait 

d'ailleurs  que  cette  circonstance  a  lieu  toutes  les  fois  que  a  -h  6\  —  i 
n'est  pas  une  racine  simple  de  l'équation 

Y[x)  =  0. 

C'est  donc  seulement  dans  le  cas  où  cette  racine  est  simple,  qu'on  peut 
employer  les  formules  trouvées  ci-dessus.  Nous  examinerons  plus  tard 
le  cas  où  l'équation  Y[x)  =  o  a  des  racines  égales. 

et  au  lieu  des  formules  (22], 

(D)  A  =  7rv/~l(À-fxv/3^). 

Ajoutons  que,  dans  tous  les  cas  où  il  devient  nécessaire  d'employer  la  formule  (D),  l'équa- 
tion (A)  (r*  Partie)  renferme  des  intégrales  indéterminées  qui  doivent  être  réduites  à  leurs 
valeurs  principales. 


> 
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Il  est  fort  remarquable  que  les  valeurs  de  A.  delermioées  par  le 
équations    21    et    22  ,  dépendent  uniquement  de  la  furme  de  la  fono- 
tion 

P=f  X    =1  — • 


et  des  racines  de  Téquation  F  o"  =  o.  On  tn»uvf  ra  d^nc  les  mêmes  va- 
leurs de  A,  quelles  que  sc»ienl  les  valeurs  de  M  H  de  N-  Cesl  ce  dont  il 
est  facile  de  s'assurer  directement.  Supposiins,  par  e\emple, 

M  =  x,     N  =  5: 

•»n  aura    §  II,  I"*  Partie 

Si  maintenant  on  fait  j-  =  X  ^  I,  r  =:  Z  —  T:  en  s*arrêtant  aux  pre- 
ni.èrrs  puissances  de  I  et  de  ^,  on  aura 


t  "  —  ••'^  •». «^ 

>-=^— ^-     T^     ,^^    _^" 


r.«r  >u.îe,  si  Ton  suppM>e  a'  <  X  <  a\  h  <  Z  <  6',  la  ^^leur  de  A  r»*- 
I.'-iv*-  â  riuîrjnile    /       i      '-^djrJz  sera 


-»! 


»  f 


-     •*  ..T 


ei  la  valeur  lîe  A.  relative  à  Tinte^rale    /       /      —dxdz^  s^ra 


rf     •  > 


•'    ti 


A  =  4  /    £r:rrr'-:  =  ^ 


«•e  qui  s'ao'Mrdt'  avec  les  f».»rmules    21 
!.«»rH]!i'uu  a.  en  niénie  temps. 


\  =  a'  ou  a',     Z  =^  6'  ou  y. 
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la  valeur  de  A  est,  en  général,  infinie,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  re- 
marqué. Néanmoins  celle  qui  correspond  à  l'intégrale 

dx  dz 


If 


a'    -6-      ^^ 


deviendrait  finie,  si  \  était  nul.  En  effet,  dans  ce  cas,  la  partie  logarith- 
mique de  chacune  des  intégrales  (19)  disparait  d'elle-même;  et  si,  dans 
la  partie  restante,  on  suppose  X,  =  o,  on  trouvera 

/  Pour  X  =  fl',  Z=^b'  \              A         /tt  .       C 

l  ,,  .       A  =  u arc  tans^^ 

Pour  X=.r/',  7.  =  b'']  ,  fn  ,        C\ 

Pour  \==a\  Z  =  b'  )  ^\'i  ^  E/ 

De  même,  si  [/.  était  nul,  la  valeur  de  A,  correspondante  a  l'intégrale 


t/^'      «/A' 


-T—  dx  dz  f 


serait  toujours  finie,  et  Ton  aurait, 

1  Pour  \  =  a\  Z=rb'  }  ^         /tt  ,        C\ 

)Pour  X  =  n'',  Z  =  b'')  \2  ^  E^ 

PourX^rrrt',  Z^b")  ._^/7r   .   _.._^^ 

Pour   X  -^  a",   Z  rz:  fr'   i 


A  =  X(^-hflr(?/a«g-gj- 


Je  passe  maintenant  aux  équations  (32)  du  §  VI  (P*  Partie).  Les  pre- 
miers membres  de  ces  équations  expriment  les  valeurs  des  intégrales 
doubles 

prises  entre  les  limites  o  et  .r,  o  et  z;  limites  que  je  désignerai,  pour 
plus  de  .généralité,  par  x  =  a\  x  ^  a",  z  =  b\  z  =  b'\  De  plus,  les 
valeurs  des  fonctions  S;,,  Ta,  R",  qui  entrent  dans  la  composition  de 
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ces  intégrales,  sont  déterminées  par  les  équations 

^-(«'S-«'S)— ■-(«■S -0-^) ''"••'• 

^■=(«'f*<i'S)-"'-(«'^-o-S)^'»'''- 

/[x],  i'[x)  désignant  deux  fonctions  quelconques  de  x,  et  M,  N  deux 

fonctions  quelconques  de  x  et  de  z. 

Supposons  maintenant,  comme  on  Ta  déjà  fait. 

Soit  encore  a  -h  6  y^i  une  des  racines  de  l'équation  F(^)  =  o;  et  dési- 
j^nons  toujours  par  a:  =  X,  5  =  Z  un  des  systèmes  de  valeurs  de  œ  et 
de  z  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 

M  =  a,     N  =:  6. 

(iO  système  sera  un  de  ceux  qui  rendent  indéterminées  les  fonctions  Q'. 
Q"t  Sa  et  Ta-  Si  donc  il  se  trouve  compris  entre  les  limites  des  intégra- 
tions, il  existera,  pour  chacune  des  intégrales 

une  valeur  de  A  correspondante  au  système  dont  il  s'agit.  On  détermi- 
nera facilement  cette  valeur  de  la  manière  suivante. 

Si  Ton  conserve  la  notation  des  n®'  (i 5)  et  (iG),  et  que  l'on  supposr 
toujours 

x  =  \^l,     ;;=r=Z-hÇ, 
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;  et  ^  étant  des  quantités  très  petites,  on  obtiendra  évidemment  pour 

des  valeurs  égales  à  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus  n"(i7) 
pour 


On  aura  donc 


.-•'î) 


F,  P^  s  el  T. 


O'—       Q.  ^M  _  -  jut(B$  -4-  ce  -  >Eg 


(Concevons,  de  plus,  qu'en  vertu  de  la  supposition 

M  =  a,     N  =  ê, 

les  deux  fonctions  «""'cosR',  e~"'sinR'  reçoivent  des  valeurs  déter- 
minées Y  et  S,  en  sorte  qu'on  ait,  dans  ce  cas, 

(  26  )  e-"'  ces  R'  =  y ,    e"»'  sin  R'  =  3. 

Les  équations  (26)  subsisteront  encore,  si  l'on  suppose  a;  =  X  +  $, 
s  =  Z  +  ^.  Par  suite,  on  aura,  dans  cette  dernière  hypothèse, 

_  (y>  +  3f.)(B^  +  Cg)-(y.t/.-3?.)ES 
T,  ,_„._  -fy.a-3X)(Bg-hCa-(yX  +  V]Eg 

Ces  dernières  équations  sont  entièrement  semblables  à  celles  qui 
déterminent  les  valeurs  de  S  et  T  dans  le  n^  (17);  et,  pour  les  en  dé- 
duire, il  suffit  de  remplacer 

X  par yX  4-  ($//, 

et  fx  par .     ya  —  ôX. 

11  suit  de  cette  remarque,  qu'en  partant  des  formules  (27),  on  doit 

OEuvreideC—  S.  I,  t.  I.  53 
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arriver  à  des  résultats  semblables  à  ceux  que  présentent  les  n"  (21;, 
(22),  (23)  et  (24).  Ainsi,  par  exemple,  les  valeurs  de  A,  relatives  aux 
deux  intégrales 

*  <!'    •-  b'  ^  a:    ^  b' 

resteront  finies,  toutes  les  fois  qu'on  n'aura  pas  en  même  temps  X  égal 
à  Tune  des  limites  de  x,  et  Z  égal  à  Tune  des  limites  de  z.  Si  aucune 
de  ces  deux  égalités  n'a  lieu,  les  valeurs  de  A  seront  respectivement 


a"    ^b" 


Ar=2( 


[..8) 


y|x  —  (îA  )  TT    pour  Imiegrale      /       /        ^     ,^ ax  dz. 


a'     ^b' 
a"    nà' 


/  A=r2(yX -i-3/ji)7r    pour  rintégrale      i       /      — — r 'dxdz. 


Si  une  seule  de  ces  égalités  a  lieu,  on  devra  prendre  la  moitié  des 


(*)  Si,  à  la  place  des  deux  intégrales  dont  il  est  ici  question,  Ton  considère  la  somme 


tW    ,^b 


équivalente  au  premier  membre  de  l'équation  (0)  (I*^  Partie),  on  trouvera,  au  lieu  des  for- 
mules (28), 


(E) 


k  =^.  ir.yf-  i{\^  ii.yf^i){'>f  ^^  )J-  i), 


et,  au  lieu  des  formules  (29), 


(F) 


A  =7ry'— i(/  —  iL}/—i)[-f-Jr$\^—\), 


Il  importe  d'observer  que,  pour  déduire  les  équations  (E),  (F)  des  équations  (C).  iD),  il 
suffit  de  remplacer  la  fonction  réelle  "y)^  par  la  fonction  imaginaire 


Ajoutons  que,  dans  tous  les  cas  où  il  devient  nécessaire  d'employer  Téquation  (F),  la  for- 
mule (0)  (r*  Partie)  renferme  des  intégrales  indéterminées,  qui  doivent  être  réduites  à  leur> 
valeurs  principales. 
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valeurs  précédentes,  et  l'on  aura,  en  conséquence, 

l  A  =  {yix  —  dl)n    pour  l'inlégrafe      /       /      -^ dx dz , 

I  A  =  [yX  -h  âjutJTT    pour  rinlégrale      /       /      -5— ^ dx  dz. 


a'    *-  à' 


Enfin,  si  Ton  suppose 

y'k  -+-  ôp.  =  o, 


1     — ^— ^r '  dxdz^  sera  dé 

terminée  comme  il  suit  : 

A  =   va  —  o/j  (  — h  arc tang-^,    : 

et  si  Ton  a 

y^L  —  ôX  i=r  o, 


/     -^— ^ '  dœdzy  sera  dc' 

terminée  par  les  formules  suivantes  : 


IPourX^a',     Z  =  b')  f^_^;t^(^  ,        ^^A 

PourX^a",     Z^6M A  ^  (y).  4- 3^)    -  -  .rc/.n^g), 

'PourX=ra',     Z  =  &"i  ^       ,,       ,      /;:  TA 

.    ' A  —  (y/  -h  ou)     -  4-  «rc  tansç:^  ]  • 

PourX^a",    Z=:feM  ^^  ^^  K'^-  ^  E/ 

Si  Ton  supposait /(a:)  =  o,  on  aurait  R'=  o,  R"=  o,  y  =  i,  S  =  o;  et, 

par  suite,  les  formules  (28),  (29),  (3o)  et  (3i)  rentreraient  dans  les 
formules  (21),  (22),  (23)  et  (24).  Les  valeurs  de  A,  déterminées  par  ces 
diverses  formules,  indiquent  les  corrections  que  l'on  peut  être  obligé 
de  faire  aux  équations  trouvées  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire. 
C'est  ce  que  nous  allons  montrer  plus  clairement  par  quelques  appli- 
cations. 

53. 
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V. 

PREMIÈRE   APPLICATION,    POUR    FAIRE   SUITE   AU   §  Il    DE   LA   PREMIÈRE   PARTIE 

DE  CE  MÉMOIRE. 

Supposons,  comme  dans  le  §  II  de  la  première  Partie, 

M  =  X,      N=:2. 

Les  équations  (i5)  du  paragraphe  précédent  donneront 

B=I,      C=:0,       I)=ri,      E=I. 


Par  suite,  si  Ton  suppose 


'■(^1  =  17^' 


et  que  Ton  désigne  à  l'ordinaire  para-f-6\/— i  une  des  racines  cir 
l'équation  F(^)  =  o,  la  valeur  de  A,  qui  correspond  à  la  racine  dont 

il  s'agit,  et  qui  se  rapporte  à  l'intégrale    /     /    ^  ctrûfe,  sera,  en  vertu 
des  équations  (20),  égale  à 

2  ai:  si     a  >.  o   et  a^     6  ^  o    cl   i; 

,,    ,  .  .  (  a  >  o   el  d,     €  =  0  ou  *; 

i^'^)  \     P-^  SI  j      ^ 

{  x  =  o  ou  a,    b  ^  o  et  o  ; 

^juiTrdixX    si    a=:o  ou  a,     ê  =  o  ou  ft. 

Nous  indiquons  ici,  par  la  notation 

a^o  et  a, 

que  a  est  compris  entre  les  deux  limites  o  et  a;  c'est-k-dire,  >  Tune  el 
<  l'autre,  sans  égaler  aucune  d'elles. 

Les  formules  (32)  supposent  que  l'on  a  o<a,  o<6,  c'est-k-dire, 
que  les  quantités  aeib  sont  positives.  La  valeur  de  A,  déterminée  par 
les  mêmes  formules,  devrait  être  prise  en  signe  contraire,  si  l'une  des 
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deux  quantités  aètb  était  positive,  et  l'autre  négative.  Mais  ce  chan- 
gement de  signe  ne  devrait  plus  avoir  lieu  si  toutes  deux  étaient  néga- 
tives en  même  temps. 

Si  Téquation  f{cc)  =  o  a  plusieurs  racines  comprises  entre  les 
limites  de  l'intégration,  il  faudra  calculer  la  valeur  de  A  séparément 
pour  chacune  d'elles,  et  la  somme  des  résultats  obtenus  donnera  la 
valeur  complète  de  cette  même  quantité. 

Concevons,  pour  plus  de  facilité,  que  a  ne  soit  égal  à  aucune  des 
valeurs  de  a,  ni  6  à  aucune  des  valeurs  de  6.  Alors  les  formules  {'^o) 
présenteront  seulement  quatre  hypothèses  différentes,  savoir,  celle  où 
l'on  aura  en  même  temps  a  =  o,  6  =  0,  celle  où  a  sera  nul,  celle  où  ê 
sera  nul,  et  celle  où  aucune  des  quantités  a,  6  ne  sera  égale  à  zéro. 
Dans  la  première  hypothèse,  on  aura,  si  X  =  o,  (x.  =  o,  A  =  o;  et,  si  X 
n'est  pas  nul,  A  =  00  .  On  aura,  dans  la  seconde,  A  =  [jlt:;  dans  la  troi- 
sième, (A  =  o,  et,  par  suite,  A==o;  dans  la  quatrième,  A  ==  2(;-.  La 
première  hypothèse  fournit  le  cas  où  l'équation  F(a7)  =  o  a  une  racine 
nulle;  et  la  troisième  hypothèse,  dans  laquelle  6  =  0,  celui  où  la  racine 


6\/— I  devient  réelle  sans  être  nulle.  Comme  on  a,  dans  ce  cas, 
A  =  o,  il  faut  en  conclure  qu'on  pourra  se  dispenser  d'avoir  égard  aux 
racines  réelles  de  l'équation  Y{x)  =  o,  à  moins  qu'une  de  ces  racines 
ne  soit  égale  à  zéro. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  F(.r)  =  o  n'ait  pas  de  racines 

nulles,  ou,, ce  qui  revient  au  même,  que/(;r)  =  Yri  ^^  devienne  pas 

infinie  par  des  valeurs  nulles  de  x.  Désignons  par 

la  somme  des  valeurs  de  (x  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  a  com- 
prises entre  o  et  a,  et  à  des  valeurs  de  6  comprises  entre  o  et  b.  Soit 
encore 

la  somme  des  valeurs  de  [x  qui  correspondent  à  des  valeurs  nulles  de  x 
et  à  des  valeurs  de  S  comprises  entre  o  et  b.  Enfin  désignons  par  A'  la 
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valeur  complète  de  A  relative  à  l'intégrale 


•-  û      «/  o 


^    dx  dz 

àz 

0    «/o 


On  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

;3V.  A'z:=[^S(/.«,^)  +  S(fXo.6)]7r     (^ 


(M  Les  formules  ( 33)  et  ( 34 )  sont  renfermées  l'une  et  l'autre  dans  la  suivante  : 

(G)  A'-hAV^  =  îi'^V^^S(À-ptv^^), 

le  signe  S  étant  placé  devant  le  terme  >  —  u  y^—  i ,  pour  indiquer  une  somme  de  termes  sem- 
blables correspondants  aux  valeurs  de  a  -h  ^  ^—  i ,  dans  lesquelles  a  demeure  compris  cntrr 
les  limites  o,  a^  et  €  entre  les  limites  o,  b.  Si,  pour  quelque  terme,  la  valeur  de  a  se  rédui- 
sait à  Tune  des  quanlilés  o,  a,  ou  la  valeur  de  6  à  Tune  des  limites  o,  b^  il  faudrait  avoir  soin 
do  réduire  ce  terme  à  sa  moitié.  Cela  posé,  les  équations  (36)  pourront  être  remplacées  par 
la  seule  formule  imaginaire 

dans  laquelle  toute  intégrale  qui  aura  une  valeur  générale  indéterminée  devra  être  réduite  à 
sa  valeur  principale. 

Si  maintenant  on  pose  rt=dboo,  ^  =  oo,ctsi  l'on  admet  que  f{x  -^  z  /^i)  s'éva- 
nouisse, 1°  pour  X  =  ±:  00  ,  quel  que  soit  z,  a"  pour  s  =  »  ,  quel  que  soit  x,  on  déduira  de 
l'équation  (H)  deux  autres  équations  de  la  forme 


(I) 


/     f[x)dx=  v/^  /     f{zy/—i)dz'\-%r.}J—\S[^t,—  tt.)/—\), 


j    f\f(.c)iU=^f    'f(x)dx 
(K)         /  •^-" 

Jo 

le  si^no  S  indiquant,  dans  l'équation  (I),  une  somme  de  termes  correspondants  à  des  valeur? 
positives  de  z,  et,  dans  l'équation  (K),  une  somme  de  termes  correspondants  à  des  valeur? 
négatives  de  z.  En  ajoutant  les  formules  (I)  et  (K),  on  obtiendra  la  suivante, 


m 


I     f[x)dx  =^  'n:\/—i  s().  —  yi/^). 
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De  même,  si  l'on  désigne  par 

S(Xa.6)      el     S(Xa.o) 

la  somme  des  valeurs  de  X  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  a  com- 


dans  laquelle  le  signe  S  indiquera  une  somme  de  termes  relatifs  à  des  valeurs  positives  ou 
négatives  de  a,  mais  à  des  valeurs  positives  de  6.  Il  est  essentiel  d'observer  qu'on  devra 
encore  réduire  à  moitié  chaque  terme  auquel  correspondrait  une  valeur  nulle  de  6,  et  réduire, 

dans  le  même  cas,  l'intégrale  défmie  /    f(x)dx  à  sa  valeur  principale. 

Les  équations  (H)  et  (L)  s'accordent  avec  celles  que  j'ai  données  dans  le  Réstutw  des 
Leçons  de  Calcul  infniiésimal  [voir  les  formules  (6)  et  (i 4)  de  la  XXXI V  Leçon]. 

Tant  que  la  fonction  p  =f(x)  reste  réelle,  l'intégrale  /    f[x)dx  est  pareillement  réelle. 

et,  par  suite,  le  coefGcient  de  air  v^—  i,  dans  le  second  membre  de  Téqualion  (L),  doit  s'éva- 
nouir. On  a  donc  alors 

(M)  S(X)  =  o. 

Alors  aussi,  en  écrivant  p  au  lieu  de  f{x)  dans  l'équation  (L),  on  obtient  la  suivante, 

(N)  J*pdx  =  2KS{a), 

qui  ne  diffère  pas  de  la  formule  (39). 
Si,  dans  l'équation  (M),  on  substitue  à  X  sa  valeur  tirée  des  formules  (16),  on  trouvera 

le  signe  S  devant  être  étendu,  dans  chacune  des  expressions 

g.-f(»-t-et/^)^  g.-y(a-gv/£j) 

F'(«-t-6v^-i)'      F'(a  — 6/-1)' 

à  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  a,  et  à  toutes  les  valeurs  positi\es  de  t.  De 
plus,  comme  la  fonction  p  =  u7—{  est  réelle  par  hypothèse,  il  en  résulte  (lue  les  racines  do 

l'équation  -  =  o  sont  deux  à  deux  de  la  forme  a  -h  6 y'—  i,  a  —  5^—  1.  En  conséquence, 
l'équation  (0)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

le  signe  S  embrassant  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  deux  quantités  x,  6. 
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prises  entre  o  et  a,  et  à  des  valeurs  de  6  comprises  entre  o  et  è,  ou 
nulles;  par 

S(Xo.6) 

la  somme  des  valeurs  de  \  qui  correspondent  à  des  valeurs  nulles  de  a 
et  a  des  valeurs  de  6  comprises  entre  o  et  6;  et  par  A"  la  valeur  com- 
plète de  A  relative  à  l'intégrale 


-^r-dxdz  : 

0      «^0 


on  aura 

Si  l'équation  F(^)  =  o  avait  une  racine  nulle,  la  valeur  correspon- 
dante de  [JL  serait  toujours  nulle,  mais  la  valeur  de  \  pourrait  être  finie. 
Soit  >.o,o  <^6ttG  valeur  de  X.  La  valeur  correspondante  de  A,  relative- 

Jr**  r*  d'Y 
j    -T-dxdz,  serait  A=:j>.o.o^«  On  aura  donc, 
0     *'o 

(Ml  admettant  l'hypothèse  d'une  racine  nulle, 

(35)  A^^C^SlXa.s)  -+-  S(Xa.o)  +  S(Xo.6)  -^  iXo.ojT:. 

Revenons  au  §  II  de  la  première  Partie.  Dans  ce  paragraphe,  les 
premiers  membres  des  équations  (5)  expriment  les  valeurs  des  inlé- 
grales 


Mais  ces  équations  ne  sont  vraies  qu'autant  que  les  fonctions 

ne  peuvent  devenir  indéterminées  entre  les  limites  des  intégrations. 
Si,  entre  ces  limites,  les  valeurs  de  P'  et  de  P"  deviennent  indétermi- 
nées, alors,  pour  corriger  les  équations  que  l'on  considère,  il  suffira 
d'ajouter  aux  premiers  membres  les  valeurs  de  A  qui  correspondent 
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aux  intégrales  dont  il  s'agit.  On  aura  donc,  en  général, 


à 


P'  dx  -  f  pdx~\-A'=z  f  pUz  -  f  P"dz, 
/    /     P"rf^-4-A"  =       P'dz-       p' dzy 

la  valeur  de  A'  étant  déterminée  par  l'équation  (33),  et  la  valeur  de  A 
par  l'équation  (34)  ou  (35). 
Dans  les  équations  (36), 

fa  pa  /\a 

Vdx-  /    pdx    el     /     V'dx 

désignent  respectivement  les  valeurs  des  intégrales 


I 
I 
I 


0      «^  0  t/O      *^0 


prises,  par  rapport  à  z,  entre  les  limites  o  et  6;  ce  qui  suppose  que 
les  deux  fonctions  P',  P"  croissent  ou  décroissent  d'une  manière  con- 
tinue depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  b.  Si  le  contraire  avait  lieu,  les  équa- 
tions (36)  ne  seraient  plus  vraies;  mais  il  serait  facile  de  les  rectifier  à 
l'aide  des  principes  établis  dans  le  §  III. 

Corollaire  I.  —  Supposons  que  P'  et  P''  s'évanouissent  pour  des  va- 
leurs infinies  positives  ou  négatives  de  la  variable  Xy  et  pour  des  va- 
leurs infinies  positives  de  la  variable  z.  Si,  dans  ce  cas,  on  suppose 

la  première  des  équations  (36)  deviendra 

(37)  f   pdx  =  i:[iS[(jia.6]  +  S[ii,,t]]-  rp"dz, 

le  signe  S  s'étendant  k  toutes  les  valeurs  positives  de  a  et  de  ê. 
Si,  dans  le  même  cas,  on  suppose 

a  =  —  X  ,     i  ;=zX  , 
OEuvres  </e  C.  —  S.  1, 1. 1 .  ^4 
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et  qu'au  lieu  de  prendre  les  intégrales  relatives  à  a:  entre  les  limites 
07  =  0,  a?  =  —  Qo  ,  on  veuille  qu'elles  soient  prises  entre  les  limites 
.r  =  —  oo  ,  o;  =  o,  on  devra  changer  les  signes  des  premiers  membres 
des  équations  (36);  et,  par  suite,  si  l'on  désigne  par 

la  somme  des  valeurs  de  (a  correspondantes  à  des  valeurs  négatives 
de  a,  mais  à  des  valeurs  positives  de  ê,  on  trouvera 


(38)  f    pJ^  =  7:['2S(/z_a,ê)-hS(ao.6)]+  /^    p^dz. 

Si  maintenant  on  ajoute  entre  elles  les  équations  (37)  et  (38),  et  que 
l'on  désigne  par 

la  somme  des  valeurs  de  ;;-  qui  correspondent  à  des  valeurs  positives, 
nulles  ou  négatives  de  a,  mais  à  des  valeurs  positives  de  6,  on  aura 
simplement 

/«as 

(39)  /      pdx  =  'iT.^[lJ.±oL.fj)      (')• 


(^)  Nous  avons  obtenu  la  formule  (39)  en  supposant  quo/(jr)  se  réduisait  à  une  fonction 

rf(.r) 
réelle  désignée  par  p  ou  par  '    "^  •  Mais  rien  n'empêche  d'appliquer  la  méthode  que  nous 

avons  suivie  pour  établir  cette  formule  à  une  fonction  imaginaire,  et  de  supposer,  par 
exemple, 

f(x)  =  q{cosr  -h  y/—  i  sin/-), 

r/  et  /'  désignant  deux  fonctions  réelles  de  x.  Alors  la  formule  (39)  subsistera  encore,  pourMi 
que  l'on  fasse,  comme  dans  le  §  VI  (1™  Partie), 

p  —  q  cosr, 

et  que  l'on  détermine  toujours  la  quantité  01  par  le  moyen  de  l'équation  (B),  c'est-à-dire, 
pourvu  que  Ton  représente  par  p  la  partie  réelle  de  la  fonction /(x),  et  par  —  ]i.  le  coeffi- 
cient de  \'  —  i  dans  le  produit 

£/(a-i-6v^=n-4-c"), 

I  étant  une  quantité  infmiment  petite.  L'équation  (39),  ainsi  généralisée,  fournit  les  valeurs 
(le  presque  toutes  les  intégrales  défînies  connues,  et  d'un  grand  nombre  d'autres.  On  pour- 
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On  pourra  donc  énoncer  le  théorëoîe  suivant  : 

Théorème  I.  —  Soit 

une  /onction  de  x  telle  y  que  chacune  des  racines  de  l'équation  -  =  o 
corresponde  à  un  facteur  du  prethier  degré  dans  la  fonction  -  •  Suppo- 

rait  la  remplacer  par  la  formule  (L),  qui  conduit  précisément  aux  mêmes  résultats.  On  peut 
aussi  présenter  Téqualion  (Sq)  sous  d'autres  formes  que  nous  allons  indiquer. 

Soit  <p(x)  -h  yf^^i  x(^)  ""®  fonction  imaginaire  qui  ne  devienne  jamais  infinie  pour  des 
valeurs  réelles  et  fînies  de  x,  ni  pour  des  valeurs  imaginaires,  dans  lesquelles  le  coefficient 

de  v^^  reste  positif,  et  supposons 

les  fonctions  ^[x)  et  F(j:)  étant  réelles,  ainsi  que  <p(x)  et  xi^)-  Admettons,  en  outre,  que 
le  produit 

s'évanouisse,  i**  pour  x  =  db  <x> ,  quel  que  soit  2,  2**  pour  s  =  00 ,  quel  que  soit  x.  Enfin 
concevons  que,  les  valeurs  des  quantités  \  /x,  étant  données  par  la  formule  (A)  (p.  409),  on 
désigne  par  7  et  ^  deux  autres  quantités  réelles  propres  à  vérifier  l'équation 

(0)  ?(3t-^  6v/^)  -\-}f^\  x(a-+-Sv^--^)  =  v-^-^^v/^- 

On  aura,  dans  cette  hypothèse, 

(W)    g/(a  -+-  6 v^^  H-  s)  =  (X  —  ^  V^i)  (7  -+-  $  v^^)  =  7^^  -^-  <^f*  -  (v.^  —  ^^)  /^; 


et,  par  suite,  le  coefficient  de  /— 1,  au  lieu  d'ôlre  représenté  par  — a,  sera  équivalent  à 
—  (7P  —  (JX).  Donc,  si,  dans  la  formule  (39)  ou  (N),  on  remplace  p  par  la  partie  réelle  du 
produit 

[ç(x)-t-v/=r.zW]J{j]' 

on  devra  y  remplacer  en  même  temps  la  quantité  \t.  par  7;^  —  $\,  On  obtiendra  ainsi  l'équation 
(S)  jr%(x)^'rfx  =  a,rS(r.»-*>). 

Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 

—-  =  q^    <p(.r)  =  cosr,     x(-^)=sïnr, 

54. 
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sons  y  de  plus  y  que  chacune  des  parties  réelle  et  imaginaire  de  V  expression 

^{x  -h  Z  \l—  I  ) 

F(jr-+-2V^) 

soit  une  fonction  continue  de  z  qui  s'évanouisse  pour  des  valeurs  infinies, 
positives  ou  négatives,  de  x,  et  pour  des  valeurs  infinies,  positives,  de  z  ; 

l'équation  (S)  deviendra 

(T)  /      qcosrdx  =  inSiytt  —  ^). 

Cette  dernière  se  déduit  immédiatement  des  principes  établis  dans  le  §  IV.  Car,  en  vertu  de 
ces  principes,  il  sufGra,  pour  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 


/; 


7  cos  rrir, 


de  substituer,  dans  l'équation  (89),  à  la  quantité  2^.7r,  c'est-à-dire  au  second  membre  de  la 
première  des  formules  (ai),  la  quantité  2(7^  — (^).)Tr,  c'est-à-dire  le  second  membre  de  la 
première  des  formules  (28). 
L'équation  (S)  entraine  évidemment  la  suivante  : 

(U)  J\(j:)p^^,u=.^^(y'X^^^), 

Car  on  tire  de  l'équation  (Q),  multipliée  par  —y/—  1, 

et  il  en  résulte  que,  si  l'on  remplace  f(x)  par  x('^)y  ^^  devra  remplacer  en  même  temps 

7 -h  ^/—  I  par  ^  — 7V^^,  c'est-à-dire  7  par  ^,  et  ^  par  —7.  Ajoutons  que  les  équa- 
tions (S)  et  (U)  sont  renfermées  l'une  et  l'autre  dans  la  formule 

(VJ  -,      =a7rv/=ris[(/-.uv/^)(7  +  Jv'^)] 

qui  est  précisément  ce  que  devient  l'équation  (L),  quand  on  attribue  à  la  fonction /(x)  une 
valeur  imaginaire. 
Il  est  essentiel  d'observer  qu'on  ne  diminuera  pas  la  généralité  do  la  formule  (S),  si  Ton 

suppose  que  ^,-^— :  désigne  une  fraction  rationnelle,  et  que  la  fonction  f  (x)  -h  y^^  x<-^* 

continue  de  remplir  les  conditions  ci-dessus  énoncées.  En  effet,  si,  la  fonction /(x)  étant 
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enfin  soit  a  -f-  6  y/ —  i  une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  -  ^=o;  et 

La  valeur  de  l'intégrale  l    pdx  sera  le  produit  de  la  circonférence  y 


imaginaire,  on  désigne  par 


X  =^  fiy    X  =  a  ^     ... 


les  racines  réelles  et  finies  de  Téquation  y, —  =  o,  el  par 

j:  =  a  -+-  6  /—  I ,    X  =  3t'  -h  6'  / —  i ,     ... 

celles  des  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de  /— i  est  positif;  si  d'ailleurs 
on  considère,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  où  toutes  les  racines  sont  inégales,  il  suffira  de 
prendre 

I 

~  (j:— «)(x  — r/)...[|x— a)«-h6*][(.r— a')>-f-6''«ï77T ' 

pour  que  Téquation  

ff  (x) -^  \^i  X(x)  =  àz  ce 

n*ait  pas  de  racines  réelles  et  finies,  ni  do  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient 

de  /^  soit  positif. 

La  formule  (S)  est  du  nombre  do  celles  que  j'avais  établies  dans  des  Leçons  données,  en 
1817,  au  Collège  de  France.  Dans  Tune  de  ces  Leçons,  j'avais  appliqué  la  même  formule  aux 

cas  où  l'on  prend  pour  ^{x)  -^  /^  /^{x)  Tuno  des  fonctions 

m 

err>f-\^         ,     ll^i^rxyj-i),     -^ -—^ ^, 

/- 1  /- 1 

r  étant  une  quantité  positive,  et  j'avais  ainsi  obtenu  les  équations 
j      V.        COSrjr  (Ix  =  27r  S[^~**''(]xC0Sar  --  X  sinar)], 

/      hj—\  sinrx  dx  =  itt  S[r'~*'*(/A  sinar  -f-  X  cosar)], 

/      Ï77— r -fix^in  S<  u-*= '  -4-Xarctang s-}, 

j^^f^  arctangrx  ^/x  =  27r  S  j/xarctang^-j-g^- X-i'i^ j^j ^J, 
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qui  a  pour  rayon  l'unité  y  par  la  somme  des  valeurs  de  ;/.  qui  correspondent 
à  des  valeurs  positives  ou  négatives  de  a,  mais  à  des  valeurs  positives  de  C. 

Lorsque  p  est  une  fonction  paire  de  x,  la  moitié  du  produit  qu'on 
vient  de  citer  est  la  valeur  de  l'intégrale   /    pdx. 


Exemple  L  —  Soit 

P  = 


X'im 


l-hOT- 


'in 


dont  les  deux  premières  sont  renfermées  dans  l'équation  (Z)  [voir^  ci-après,  §  VII),  et  dont 
la  dernière  comprend  la  formule 

I      arctani?^— ; —  =  2/     arctangx __  =  7r/('2), 


(]ue  rintégration  par  parties  réduit  à 


intégrales  définies 


1     arctangj:-y  =  /     (arccosx)«V/j:  — -/(a). 

On  déduirait  avec  la  même  facilité,  do  la  formule  (S)  ou  de  la  formule  (L),  les  valeurs  de; 

I     /(/•*— -arr  cosO -4- x')^;—(^jr, 
/»»  ;cos9  — .r  rf fx)   , 

/     arctang r-r —  ^r—^t/x, 

»/_,  /smO       h  {X.) 

I     fM  co« 6 X  cos ( /i  sin  6a: )  —-A  '^-^i 
/      <?«  cosôar  sin(^  sin^j:)  '^^7-4  dr. 

ri.         1      ^J^"")  i 

I      /(i  -h  2/-  cos6.r  -+■  /•* )  -pTT — -V  ft-r, 


/      arctang  .  .   ,_,y_  ûttt  '^^S 


I  -h  r  C06ÙX  F(x) 


//,  6,  r  étant  des  constantes  positives,  et  0  un  arc  renfermé  entre  les  limites  o,  r;  cl,  en 
îrénéral,  les  valeurs  de  toutes  les  intégrales  que  j'ai  citées  dans  le  XIX*  Cahier  du  Jnurnai  de 
r  École  royale  Polytechnique ,  et  dans  l'Addition  au  Mémoire  sur  les  intégmles  définit  s 
prises  entre  des  limites  imaginaires. 
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m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  positifs,  et  m  étant  <  n.  On  aura 

\      J  '  \      J  I'    (■^j  ^'ï 


De  plus,  a-f-êy--!  désignant  une  racine  quelconque  de  l'équation 


I  H-  X'"  =  o,  on  aura 


7^  TT 

a  —  cos(2/f -h  II  — 1     6=:sin[2/f -4- 1) — ? 
X:  étant  un  nombre  entier  pris  à  volonté.  Cela  posé,  on  trouvera 

a=r  — sm     2/1  4- 1)^ —    ? 

•^        2/1        L^  '  2»  J 

^  w±a  6    -  —    sin^^ hsm  3^ M-. .  .-hsm     2/1  —  1  ^ '—    . 

^'       '^       2w(  2/t  [  2/1        J  \j  ^         2n        J( 

I 


.      2  m  -h  I  7: 
2/1  sm  ^ ^ 

2/1 


On  aura  donc 


2//I  T. 


dx  -^ 


I  4-  X-'^  .        2/n  -h  I    TT 

/i  sin  ^^ '— 

2/1 


Si  l'on  prend  l'intégrale  précédente  entre  les  limites 

0:=:  o,     a;  =  X  , 

sa  valeur  sera  de  moitié  moindre.  On  aura  donc,  entre  ces  dernières 
limites, 


*'"  2/1  sin^^ ^ 

in 


Cette  équation  étant  vraie,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières 
de  m  et  de  /i,  sera  encore  vraie,  si  l'on  donne  à  m  et  à  /i  des  valeurs 
quelconques  rationnelles  ou  irrationnelles.  Si  donc  on  fait 
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on  aura,  en  général, 

•^^  6sin-T-« 

o 

Euler  a,  le  premier,  donné  cette  formule  [voir  le  Calcul  intégral 
d'Euler,  p.  254).  H  l'a  démontrée  de  deux  manières.  La  première  est 
fort  compliquée.  La  seconde  est  plus  simple;  mais  l'auteur  lui-même 
la  regarde  comme  peu  naturelle  :  Ne  hanc  quidem  viam  pro  maxime 
naturali  haheri  velim.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  4a  formule  dont 
il  s'agit  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  autre  beaucoup  plus  géné- 
rale, relative  aux  intégrales  qui  doivent  être  prises  entre  les  limites 
—  00  et  -h  00  de  la  variable. 


Exemple  IL  —  Soit 


•2m 


1  —  X 


'2/1 


m  ein  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  m  étant  <  n.  On  trouvera 


ï5  //±a.6  == —    sm  2 -T-sm  4^ —    -+-• 

'^      •    '        2rt  L  2/1         J  L  2^*  J 


sm 


(2n  —  2) 


^  (im  —  I  - 


in 


7.n  tang 


(  2  m  -h  I  )  7: 


2/1 


On  aura  donc 


/  ..   dx= 

J«    i-^-"  l^ 


n  tang 


m-f-  i)7r 
in 


et,  par  suite. 


TT 


2/1  tang 


[im  -+-  ijTT 


(')• 


2/1 


Cette  dernière  équation  étant  vraie,  quels  que  soient  les  nombres     , 


(1)  Les  équations  (c)  et  (d)  fournissent  seulement  les  valeurs  en  termes  finis  des  inté- 
f^rales  qu'elles  renferment.  Ajoutons  que  les  équations  [b)  et  (d)^  quand  on  y  remplace  x 
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entiers  met  n^  sera  encore  vraie  si  met  n  deviennent  irrationnels.  Si 
donc  on  fait 

on  aura,  en  général, 

L'équation  précédente  semble  absurde  au  premier  abord,  attendu 
que  la  fonction  sous  le  signe    /   passe  par  Tinfini  entre  les  limites  de 

I>ar  j:*  ,  ci  a  par  ùa,  prennent  les  formes 

Jo       n- -^        suu/TT       J^       i  —  Jc        tang<77r 
Or,  pour  déduire  immédiatement  ces  deux  dernières  de  la  formule  (L),  il  suffît  de  poser 

^    '  1  -h  X 

on  trouve  alors 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (—  y/—  i)^,  et  ayant  égard  à  Téquation 

(—  /—  i)*""*  =  (  cos v^—  I  sin-  )        =  sin/iTT  -h  \/—  i  cosr/r, 

on  obtient  la  formule 

qui  comprend  les  deux  équations  (W). 

Il  est  facile  de  transformer  les  valeurs  principales  des  intégrales  indéterminées  en  inté- 
grales défînies  dans  lesquelles  les  fonctions  sous  le  signe  /  cessent  de  devenir  iiifmimcnt 

grandes  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable.  Cest  par  une  transformation  de  ce 
genre  que  l'on  déduit  de  l'équation  (c)  la  formule  (e)  dont  le  premier  membre  est  une  inté- 
grale complètement  déterminée. 
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rintégration.  Néanmoins  on  peut  vérifier,  dans  plusieurs  cas  particu- 
liers, le  résultat  qu'on  vient  de  trouver.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton 
fait  a  =  I,  6  =  2,  Téquation  {d)  donnera 


dx 

=  o  : 


I  — a:» 


ce  qu'on  peut  vérifier  de  la  manière  suivante. 

— - — :;»  e  étant  une  quantité  très  petite,  est 

La  même  intégrale,  prise  entre  les  limites  ;r  =  i  4-  ê,  ^  =  «  ,  a  pour 
valeur 

La  somme  de  ces  deux  résultats  étant 


K 


2  —  6  , 

2  H-  £ 


si,  dans  cette  somme,  on  fait  s  =  o,  on  aura  évidemment  la  valeur  de 

r*   dx 

l'intégrale   1       _    .^-  Cette  valeur  sera  donc 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  [d). 

Ce  qui  achève  de  prouver  qu'on  ne  doit  pas  rejeter  les  intégrales 

dans  lesquelles  les  fonctions  sous  le  signe   /  passent  par  l'infini,  c'est 

qu'étant  donnée  une  intégrale  de  cette  nature,  on  peut  toujours  la 
transformer  en  une  autre  qui  n'offre  plus  le  même  inconvénient. 
Ainsi,  par  exemple,  si  dans  l'équation  {c)  on  fait 

w  —  2  /«  =  /?  H-  I , 
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on  aura 


fx~P       dx            :r  piz 
.  —  — tang^— -; 


et,  si  Ton  applique  à  cette  dernière  intégrale  la  transformation  indi- 
quée par  M.  Legendre  (IV*^  Partie  des  Exercices  de  Calcul  intégral, 
p.  1 26),  on  trouvera  qu'elle  est  égale  à  la  suivante 


/     X"  —  x~'^ 


On  aura  donc,  entre  ces  limites, 


[e] 


xP  —  x~P  Hx 


Je  xP—x-P  dx        T,  (pTi\ 

\ —  —  lang   '—-  1 
x'^  —  x'*^   X        in       ^\9.nJ 


ce  qui  s'accorde  avec  une  formule  trouvée  par  Euler.  Il  est  aisé  de  voir 

que,  dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  sous  le  signe    /  ne  de- 
vient plus  infinie  entre  les  limites  de  l'intégration. 


Exemple  II L  —  Soit 

m,  n,  r  étant  des  nombres  entiers  positifs;  et  supposons  en  outre, 
i**  que  les  deux  équations  i4-a:-"  =  o,  i4-^^'^=o,  n'aient  pas  de 
racines  communes;  2®  que  m  soit  plus  petit  que  n  -h  r.  Si  Ton  désigne 

d'abord  par  a  4-  6  y'-- 1  une  des  racines  imaginaires  de  l'équation 

I  -+-  X^"  —  o, 

on  pourra  faire 

et  l'on  aura  par  suite 


F'{r)        2/1  ^a«~2'w-«  4-  ^2/i-H2/--2/«-i  ' 

55. 
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tiers  /wet-1  aura  encore  lieu  si  ces  deux  nombres  deviennent  irra- 

2 

tionnels. 

Si,  dans  la  même  équation,  on  suppose  /w  =  o,  /i  =  2,  on  trouvera 

6  —  ^,  6'  rr:  -j ,  et  par  suite 


/    (,  +  ^»)^,  +  ^6)   "4^n/'*'     sj-' 


En  général,  si  l'on  désigne  par  a  et  b  deux  nombres  entiers  quel- 
conques, tels  que  les  deux  équations 


I  -h  X«  =  O,       I  -h  J?*»  =z  o 

n'aient  pas  de  racines  communes;  si  de  plus  n  et  2m  représentent  deux 
nombres  pairs,  et  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

— :,;: — 7:  — c/,    — j- — tt  — », 

an  on 

on  trouvera 


J      / 1  -h  x"'*  ]  '  î 


cos(i  —a)0  -4-008(1  —a](6 tt  j       côs[3  —  a)9  -f-  cos(3—  a]lB  —  -] 


t:  _ 

-h 


lan  aïnaO  I  I b    \  /36    \ 

I  +  COSi  -  tt]  I  -+•  COSi  TT  j 

os{i~b]0'-i-co8(i-b)(^0'  -^7:\       cos{3-&)6'-f-cos{3-fr)(ô-Jnl 


jibn  sïnbO' 


-H -^ 

I  -h  cosI  tt:]  i4-cos( -t-tt) 


la  première  série  devant  être  continuée  jusqu'au  terme  qui  a  pour  dé- 
nominateur 

I  -h  C0S(2«  —  I    -71, 

et  la  seconde  jusqu'au  terme  qui  a  pour  dénominateur 

I  H-  cos[ib  —  Ox^- 
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L'équation   précédente   suppose  2m-h  i<i{a-h  b)n.   Cette   même 
équation,  ayant  lieu  pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  m  et  de 

-  î  sera  encore  vraie  si  ces  deux  nombres  deviennent  irrationnels.  Si 

l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  /i  =  i,  2/w  -h  i  =  r,  la  même  équa- 
tion deviendra 

cosf-! — ^J7rr-4-cosf-^-^j7r(r— 6)       cosf  -^^)7:r-4-cos( J7r(r 


2asin77rl  //>    \  /'^b 


1  -h  COSi  -TT  j  I  -4-C0S(  — 71  1 

f-cos(— ,— |7r(r  — a)       cos(  — r— iTrr+cosI  — ^ — |7r{r 


cos 


7 H \" 


Dans  cette  dernière  formule,  a  et  6  sont  deux  nombres  entiers  quel- 
conques, mais  tels  que  les  équations  i-+-.r"  =  o,  i  -h  07^  =  0,  n'aient 
pas  de  racines  communes;  r  est  un  nombre  positif  quelconque,  ra- 
tionnel  ou  irrationnel,  mais  plus  petit  que  a-^b  :  enfin,  la  première 
des  deux  séries  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  l'équation  doit 
être  continuée  jusqu'au  terme  qui  a  pour  dénominateur 

I -h  eosfaa  —  i)-r, 

a 

et  la  seconde  jusqu'au  terme  qui  a  pour  dénominateur 

Si,  dans  l'équation  (/),  on  supposait  b  =  6,  la  seconde  série  devrait 
être  supprimée,  et  la  première  se  trouverait  réduite  à 


cos 


/î  —  a\                 f^  —  ^\                           ('y.n  —  \  —  a\           sinr 
l7rr-i-  cos   )7rr-h. .  .H-cosI  — • \i:r= 


r 
sin  — 
a 
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On  aurait,  par  suite, 

/      2fi-i-x«)"~  .    r?:' 

•^^       ^  '       !2a  sin-^- 

ce  qui  est  l'équation  d'Euler. 

P 

Exemple  IV.  —  Soit,  en  général,  ^  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  ^;  la  méthode  précédente  fournira  toujours  la  valeur  de 
r  intégrale 


pourvu  que  Féquation  Q  =  o  n*ait  pas  de  racines  égales.  Cette  mé- 
thode exige  seulement  que  Ton  détermine  les  racines  imaginaires  de 

l'équation  Q  =  o;  mais  elle  évite  la  détermination  des  racines  réelles 

.       p 

et  la  décomposition  de  la  fraction  j:  en  fractions  simples,  décomposi- 
tion a  laquelle  on  est  obligé  d'avoir  recours  lorsqu'on  veut  obtenir  la 
valeur  de  l'intégrale  indéfinie   \  T^àx  par  les  méthodes  connues. 

Corollaire  IL  —  Les  mêmes  choses  étant  admises  que  dans  le  corol- 
laire I,  si  l'on  fait 

en  sorte  qu'on  ait 


^ix] 


et  si,  de  plus,  l'équation 


I 

=  o 


^(^) 


n'a  pas  de  racines  imaginaires,  [/.  n'aura  qu'une  seule  valeur  corres- 
pondante k  la  racine 


j;  i=r  -h  \J—  I 


de  l'équation  i  -h  a?*^  —  o  :  et  comme  on  a,  dans  cette  hypothèse,  a  =  o, 
6  =  j,  la  valeur  dont  il  s'agit  sera 


SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  Ul 

On  aura,  par  suite, 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

« 

Théorème  II.  —  Soil  ${x)  une  fonction  de  x  telle  y  que  chaque  racine  de 
l'équation  -^ — -  ==  o  soit  réelle  et  corresponde  à  un  facteur  simple  de  la 

fonction  j- — -•   Supposons,   de  plus,  que  chacune  des  parties  réelle  et 

imaginaire  de  l'expression 

^{x-h  z  \/—  i) 

soit  une  fonction  continue  de  z  qui  s'évanouisse  pour  des  valeurs  infinies 
positives  de  Xy  et  pour  des  valeurs  infinies  positives  de  z.  La  valeur  de 
l'intégrale 


prise  entre  les  limites  x  =^  — X5,  a7=-i-ao,  sera  le  produit  de  la  moitié 
de  la  circonférence,  qui  a  pour  rayon  l'unité,  par 

iWv~)  +  '^(-v'~)]. 

Si  ê[x)  est  une  fonction  paire  de  x,  on  aura 
et,  par  suite, 

(4.)  ^"'''^' 


Exemples  {*).  —  Si,  dans  l'équation  (4i)»  on  remplace  successive- 

(1  )  Les  formules  (g),  (A),  (X),  fournissent  seulement  les  valeurs  principales  des  intégrales 
(|u'elles  renferment. 
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ment  :f{x)  par  les  fonctions 

sinax    cos«.r    *  sin/7.r      xcosax 
sinbx    cosbx    xcosbx      sin^j; 


a  étant  <  b,  on  trouvera 


sina.r        dx     t:  e^  —  e~" 

sin  bx     I  -4-  X'       2  e*  —  e~^ 

cosax        rf.r  TT  ^'^  -I-  e  " 


X 
X 

r*xcos/7.r 
sinbx     I 


^      cos^j:     I -f- .r-        i  e^-he~^ 
[g) 

sinar        rfjr      _  î^  ^'^  —  <^~'' 

0 


rlr  z  e^  -{-  f* 


\  ./        sin(/j:     \-{-x'^       i  e^  —  e-^ 


Si,  dans  ces  formules,  on  fait  a  =  o,  on  obtiendra  les  suivantes 


X  dx     7: 

siwbx  \  -^  X'       e*  —  e~* 

r_:__ 

L    cosbx  I 


rx  TT 


,^     .-+-:t:-        e*-he-* 


La  première  de  celles-ci  était  déjà  connue  {voir  les  Exercices  de 
Calcul  intégral,  IV*^  Partie,  p.  laS). 

Nous  ferons  voir,  dans  le  §  VII,  comment  on  peut  obtenir  les  valeurs 
des  intégrales  [g),  dans  le  cas  où  Ton  suppose  b<^a,  et,  par  suite, 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  b  =  o. 

Dans  les  diverses  intégrales  qu'on  vient  de  considérer,  les  fonctions 

sous  le  signe  /  passent  par  l'infini  entre  les  limites  de  l'intégration. 

Mais  on  ne  doit  pas  pour  cela  les  rejeter  :  car  elles  ont  effectivement 
une  valeur  finie.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  prouver  par  une  simpir 
transformation.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  applique  à  l'intégrale 


X 


dr 


I 


^      COS  x    1  -+-  X' 


la  méthode  de   transformation   indiquée   par  M.  Legendre  (p.  i2<). 
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IV'  Partie  des  Exercices),  et  que  Ton  représente  par  R  la  série 


5 


on  trouvera  que  cette  intégrale  équivaut  à  la  suivante 


^f!LziZfR 

/      coso; 


dx. 


D'ailleurs,  entre  ces  dernières  limites,  le  rapport  ^^ ;-  ne  surpasse 

jamais  le  nombre  2,  et  la  fonction  de  x,  représentée  par  R,  conserve 
toujours  une  valeur  finie  qu'il  est  facile  de  calculer.  Par  suite,  l'inté- 
grale 

aura  une  valeur  finie^ainsi  que  l'intégrale 


X 


» 


I  dx 


^     COSX    I  -+- JC^ 


Cette  dernière  étant,  par  ce  qui  précède,  égale  à 


on  aura 


(/) 


77 

1 
1 

e-h  - 
e 

7: 

jj     cos^ 

I 
e 

Corollaire  IIL  —  Les  mêmes  choses  étant  admises  que  dans  le  corol 

laire  I,  si  l'on  fait 

F(x)  =  i-hxS 
en  sorte  qu'on  ait 


P"^ 


'f[X) 
'■ T' 

56. 
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et  si,  de  plus,  l'équation  j-—  =o  n'a  pas  de  racines  imaginaires, 

[j.  n'obtiendra  que  deux  valeurs  différentes,  correspondantes  aux  deux 
racines  imaginaires 

I         I    / —  I         I    / — 

qui  appartiennent  à  l'équation  i-F^*=3  0.  On  aura,  d'ailleurs,  en 
prenant  pour  x  une  de  ces  racines, 

l(xl__:f{x]  _     .     ^ 
F'(:r)- 4^~~^'^^^'^'• 
Cela  posé,  la  première  valeur  de  (jl  sera 


4^2 


L  2  V  ^ 


Si  §[x)  est  une  fonction  paire  de  x,  la  seconde  valeur  de  ]l  sera  égah* 
à  la  première,  et  l'on  aura,  par  suite. 

Exemples.  —  Si  l'on  remplace  successivement  la  fonction  S{x)  par 


et  par ?  on  trouvera 


smax       ■       cosa.r 


ri  A 

dx  .     a  e^-4-p   v/« 

~7r  Sm— =    rr = : iTTi 


^     sina:r  n-j;*  ^^  e«v/î-h  e-^V^— 2C0s(rt  ^/a) 

V^»H-e  v^i  j  cos  4= -h  Vc*^  -  «  ^^jsinA 

JÇ*      \  dx     TT  v'^  V^'* 

.      COSrtJ? 


-^•*^*        y^2  e«v^=^-hc-^v^'^-+- 2C0s(av'2) 
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Lorsque,  dans  la  dernière  équation,  on  fait  û  =  o,  on  trouve,  comme 
cela  doit  être, 

dx  TT 


J/ICO 
0       1-^-2^*  2  v/i 


ce  qui  vérifie  l'exactitude  de  nos  calculs. 
On  obtiendra  de  même,  en  général,  les  valeurs  des  intégrales 


J^*  P  cosax  j         /••  P  sinaj;  , 
•     Q  côsbx   ^'     f     Q  '^nbx    ^' 


P 

jr  étant  une  fonction  rationnelle  et  paire  de  a?,  et  a  étant  <  6,  ainsi 
que  les  valeurs  des  intégrales 


Jl^*  P    sinar  ,         /**  P  cosg.r, 
.     Q  côsbx   ^'     f     Q   sin6:r   ^' 


P 

jT  étant  une  fonction  rationnelle  et  impaire  de  x^  et  a  étant  <  6.  Mais 

nous  n'insisterons* pas  davantage  sur  cet  objet. 

Corollaire  IV.  —  Si  les  valeurs  de  P'  et  de  P"  s'évanouissent,  quelle 

m 

que  soit  z,  pour  a?  =  oo  ,  on  aura,  en  supposant  a  =  x)  dans  les  équa- 
tions (36),  /  Vdz  =  o,  /  V'dz  =  o;  et,  par  suite,  en  prenant  les  inté- 
grales relatives  a  x,  entre  les  limites  a?  =  o,  a?  =  x> ,  on  trouvera 

'     Vdx-i    pdx=      /    p"dz-A\ 
I     P'rfa:  =-  /    p'dz-k". 


«/  0  *'  0 


Si,  dans  une  de  ces  dernières  équations,  on  parvient  à  obtenir  l'inté- 
grale relative  à  z,  quelle  que  soit  la  valeur  de  2,  on  pourra  en  déduire 
les  valeurs  de  plusieurs  intégrales  définies  relatives  à  x. 


Exempte  I,  —  Soit 
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m  étant  un  nombre  entier  positir,  on  aura 


f        1            m 

p'+p"\^ 

^  -  V        "y 

e=v    »  — I 

3V'^_,  \        a  2         I  —  COS2/ 

Par  suite,  Tune  des  deux  quantités/?',  /7"sera  toujours  delà  forme  ±.z"*, 
savoir,  p'  si  m  est  un  nombre  pair,  et  p"  dans  le  cas  contraire.  On 

pourra  donc  obtenir,  dans  la  première  hypothèse,  la  valeur  de  I  pdz. 
et  dans  la  seconde,  celle  de  /  p"dz. 

Si  Ton  suppose  d'abord  m  pair  et  égal  à  2/1,  on  trouvera 


-jp^dz^[-l]n 


«'2/I4-I 


i[in  -h  1) 


Par  suite,  si  l'on  suppose  les  intégrations  relatives  à  z  faites  entre  les 

limites 

r  =  o,     z  =iikr.  -\-b^ 

h  étant  positif  et  <  2?:,  on  aura 


-X 


\kT.-*-b 


«'Cf2  =  (—  I   "^ 


De  plus,  si  l'on  désigne  par  a  -4-6  v^—  i  une  quelconque  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  e''  —  i  =  o,  on  aura  constamment  x  =  o;  el 
si  l'on  cherche  les  diverses  valeurs  de  €  comprises  entre  o  et  2*77  -h  b, 
on  trouvera  successivement 

€  =:  2r,     ^z=i\r,,     •••,     ê  =  2A*r. 

Cela  posé,  la  valeur  de  A",  déterminée  par  l'équation  (34),  sera 

A":-  77  S().o.6)  ^  (—  l)"22«Tr2«-^'  (l  4-  22"  +  3-'" -f- .  .  . -h  A'î»^  ) 

—  (_,)/!  22/l;:2//-*-lS(A'2«). 

Enfin ,   comme   les  valeurs  de   F   et  de   P"  sont   déterminées   par 
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l'équation 


^  \  ef-*-^  —  ?t6^  C0S2  -h  I  / 


si  Ton  suppose,  dans  cette  dernière  équation,  z  —  ukr,  -f-  6,  et  que  Ton 
fasse,  pour  abréger, 

—  **«  »       "TT ^ i      . —  *^2» 


e-^  —  T.e'^  cosh -h  i  e--^  —  ^ <?-^  cos ^  H- i 

on  trouvera 


I  1  ■   A  •  \J  I 

Par  suite,  la  seconde  des  équations  (43)  deviendra 

'  L        2{2/l-hl)  J 

De  même,  si  Ton  suppose  m  impair  et  égal  a  2/1 -h  1,  la  premiën» 
des  équations  (43)  donnera 

I      —  f  _  ,  V'^-«  ri2*;!L±Al!^  —  22/1+1 7J2/I+2  s (  A-2«+«  )1 

;     "^      ^      L    2(1/1 -+-2)  ^         'J 

On  peut  déduire  des  équations  (/)  et  {m)  plusieurs  conséquences 
remarquables. 

Supposons  d'abord,  dans  l'équation  (/),  6  =  o,  on  aura 


R2=:0,       R,— 


e-^  —  I 
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ot,  par  suite,  si  Ton  divise  les  deux  membres  de  l'équation  par  2/1(2^7), 
on  trouvera 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  fait  ^=^0,  en  désignant  par  0 
ce  que  devient  alors 


on  aura 


••'0 


e-^—  I  n 


0, 


D'ailleurs,  si  Ton  fait  successivement  /i=:i,  /i  =  2,  /«  =  3,  ...,  on 
trouvera,  pour  les  diverses  valeurs  de  8,  les  nombres  de  Bernoulli, 
^»Tô»i7' ^^'^  posé,  l'équation  précédente  deviendra  successive- 
ment 

dx         9.®    I 

^    "T =  —    I:  ^  » 


fo 


/ 

I        ^'3  —  ___    _^  ^i 

J  e^  —  i         1    '60      ' 


Ces  formules  étaient  déjà  connues,  et  l'on  sait  qu'elles  servent  à  dé- 
terminer les  sommes  des  puissances  paires  réciproques  des  nombres 
naturels. 

Les  valeurs  des  intégrales  de  la  forme 

^  r*x^"-^dr 


I. 


0 


étant  données  par  les  équations  (o),  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 
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Téquation  (/i),  et  que  Ton  fasse  2/î  -^  m,  on  obtiendra  la  formule  bien 


connue 


^       '        nt  -\- 1  2      •        26 


m  {m  —  1]  fm  —  '?.)    i    , 


2.3.4  ^^ 


A-"' -3 


mfw  —  il  (m  —  îl^m  —  3]f/w  —  4)    '    1...   - 

2.3.4-^^«^  4^ 

On  arriverait  encore  à  la  même  formule  en  faisant,  dans  l'équation  {m), 
6  =  0,  2/i-f- 1  =/w,  et  substituant,  dans  le  premier  membre,  les  valeurs 
des  intégrales  relatives  k  x.  Cette  formule  a  donc  également  lieu 
lorsque  m  est  un  nombre  pair  et  lorsque  rn  est  un  nombre  impair. 

Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  (/),  on  donne  à  h  une 
valeur  quelconque.  Les  coefficients  des  puissances  semblables  de  ^, 
dans  les  deux  membres  de  cette  équation,  devront  être  respectivement 
égaux;  et,  si  on  les  compare  entre  eux,  on  déduira  de  cette  comparaison 
les  valeurs  des  intégrales 

prises  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  ce  ;  et  celles  des  intégrales     * 

JRidx,      I  x^R2dx,     ...,     I  X'^lXidx, 

prises  entre  les  mêmes  limites.  On  pourrait  aussi  déduire  les  valeurs 
dont  il  s'agit  de  la  comparaison  des  coefficients  des  diverses  puissances 
de  k  dans  l'équation  {m).  On  aura  donc,  en  général,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale 

/vas 

e-*^  —  2 e *  cos b  -i- 1 


x"^  —, î dx. 


dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  impair,  et  celle  de  l'intégrale 


X 


e^  smé  , 

X'"  — ; ; dXy 

C'iJC  —  -j^er  coso  -h  I 


dans  le  cas  ou  m  est  un  nombre  pair.  La  seconde,  qu'on  peut  aussi 

ORuvres  de  C-  S.  I,  t.  I.  5'] 
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mettre  sous  la  forme 

J^      l  H-  IX  cosQ  -4-X-' 

en  faisant  A  =  r  —  0,  et  changeant  x  en  l{x),  était  déjà  connue  {voir 
les  Exercices  de  Calcul  intégral^  IV*  Partie,  p.  102).  Quant  à  la  première, 
si  on  la  divise  par  le  produit  1.2. 3... m,  elle  deviendra  équivalente 
aux  séries  de  la  page  io4,  dans  lesquelles  entrent  les  cosinus  de 
Tangle  8  et  de  ses  multiples.  On  peut,  en  effet,  la  déduire  de  l'analyse 
qui  conduit  à  la  sommation  de  ces  séries. 

Remarque,  —  Nous  avons  dit  ci-dessus  que,  dans  le  cas  où,  m  étant 
un  nombre  pair,  on  suppose 


X 


m 


la  valeur  de  A"  est  déterminée  par  l'équation  (34),  en  sorte  qu'on  a 

Cette  détermination  suppose  qu'on  n'a  aucun  égard  a  la  racine  nulle 
de  l'équation 

et^  tant  que  m  est  un  nombre  entier  positif  différent  de  zéro,  il  est 
effectivement  permis  de  négliger  cette  racine,  attendu  que  le  fac- 
teur X,  qui  lui  correspond  dans  le  dénominateur  de  /?,  se  trouve  dé- 
truit par  un  facteur  égal  du  numérateur.  D'ailleurs  il  est  facile  de 
s'assurer  que,  dans  ce  cas,  les  équations  (34)  et  (35)  donnent  la  même 
valeur  de  A",  attendu  que  Xo,o»  ou  la  valeur  de  X  qui  correspond  k  la 
racine  nulle,  se  réduit  alors  à  zéro.  II  n'en  serait  pas  de  même  si  roii 
supposait  /w  =  o;  car,  dans  ce  cas,  on  a  >.„,o  =  ï-  Dans  cette  dernière 
hypothèse,  il  faut  nécessairement  déterminer  la  valeur  de  A"  par  l'é- 
quation (35);  on  trouve  ainsi 

A"=(A-4-^)7r. 

Par  suite,  la  seconde  des  équations  (43)  se  réduit  à 

e-^  sinft 


X 


ç     e-*  —  ie^  cosb  -\-  i 


(Ix  =  -t:  ~  r^b. 
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On  peut  aisément  vérifier  ce  dernier  résultat  par  les  méthodes  ordi- 
naires d'intégration. 

Exemple  IL  —  Soit 


P  = 


>x 


e  *  -h  I 


on  obtiendra,  par  la  méthode  précédente,  les  valeurs  des  intégrales  de 

la  forme 

dx 


£ 


oc 


0  ^"  -+-  » 


et  plus  généralement  celles  des  intégrales 

r*    o»-..         e'^cosi-4-î          ,         /••    ,„            ^•'sini  , 

/      :r2«-»-« : dx,      1     x^"  — j dx, 

Jo  *^     "^  '^^^  ^^^^  "t"  '  Jo  ^     -^ie^  cos6  -h  I 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Mais  il  est  facile  de  voir  que 
ces  dernières  intégrales  rentrent  dans  la  classe  de  celles  que  nous 
avons  considérées  ci-dessus. 

Remarque.  —  Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  usage  des  équations  (43)  que 
dans  le  cas  où  l'on  pouvait  obtenir  en  termes  finis  les  valeurs  des  inté- 
grales relatives  à  z  que  renferment  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions. Mais  ces  équations  conduisent  quelquefois  à  des  résultats  dignes 
de  remarque  lors  même  que  les  intégrations  relatives  à  s  ne  peuvent 
être  effectuées.  C'est  ce  que  nous  allons  prouver  par  l'exemple  suivant. 


Exemple  III.  —  Supposons,  comme  dans  les  deux  exemples  précé 
dents, 

x"* 


»- 


Désignons,  pour  abréger,  par 

Pk,  qkj  rk  et  sk 
les  quatre  intégrales 

x^-^  e^dx 


r*  x^-'dx     r*  x/'-^dx     r*  x'^-^dx     r 


t'^  -h  j 


Si  l'on  fait  successivement  /w  =  i,  /w  =  2,  m  =  3,  ...  ;  que  l'on  em- 
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pî'Vt»*^  b  prpmlèn^  «ies  étpiatioDs    43    à^n^  le  cas  oii  m  est  un  nombrt' 
7>îiîr.  »M  lâ  5et^on<Ie  fian>  le  ca>  où  ut  est  an  nombre  impair;  enfin  que 

r  >n  prenne  les  intégrales  relatives  à  -  entre  les  limites  z  ^  o,  c  =  -• 
•>n  aura,  en  adoptant  le  sî;;ne  supêriear  dans  la  valeur  de  p^ 


à  sin  z         , 

f       -2    I-+-COS3 


9 


*2—   -1  Tt  ^=1    z  dz, 

2  f       2    I  -h  ces  - 


^.     2    i-hCOS-, 


,• 


—  2    -      li '    n— »j=r   I      . Z^dz, 


cos 


2  *2  '2  .'2I-I-  cos  - 


-2  -     J  -     *  '^^ 


— ''i  — 4(-Ui-*-*>\-»   ra— 41-)  1.—    -î   n^ps=:  I     z^dz. 


Un  aura,  au  contraire,  en  adoptant  le  signe  inférieur. 


it 


—  qt=l dz. 


1 


■./  — Ta  — 2(-)  *j  — (-)  ri-hçj~  /     — 


cosr 


\2/  \2'  \î/  .',      2  4  — l-OSr 
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On  a  d'ailleurs,  en  général. 


i 


/>*=  1 .2.3. .  .(A--  i)  fi  -  ^^  +  ^j  -  ^  +. . .  j. 


•X*     < 


?*=.*-■■/'*' 


('•) 


?."-  »  —  I 


1 


"l'^^kp"' 


!  *,.  =  i.2.3...(/f-i)^i-^-Hp-^^+...j. 


Ainsi  les  valeurs  des  intégrales  de  la  forme 


X 


sm3  , 


2(i  dzcosz) 


dépendent  uniquement  de  la  sommation  des  séries  des  puissances  ré- 
ciproques des  nombres  naturels  et  des  nombres  impairs  prises  alter- 
nativement avec  les  signes  -h  et  — .  Comme  on  obtient  facilement  des 
valeurs  très  rapprocliées  de  ces  dernières  séries,  on  pourra  en  con- 
clure les  valeurs  des  intégrales  relatives  à  s.  On  peut  encore  en  dé- 
duire les  valeurs  des  intégrales 

/  5"'  long;;  dz,    j  z"^  coiz  dz, 
prises  entre  les  limites  s  =  o,  5=ry,  ou  même  entre  les  limites  3  =  0, 


n 
2. 


Si,  dans  les  équations  (/>),  on  remplace,  en  général, 


pk    par    2*rA, 


(Ml  pourra  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  successives  de 


l"\9    *2»    ^3,    S\,     .  . 
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(jui  seront  ainsi  exprimées  au  moyen  des  intégrales  de  la  forme 


/sms         , 
zm  __ ^2. 


sinz 
2(1  -h  cosz) 


De  même,  si,  dans  les  équations  {q),  on  remplace 


o 


k 


qk    par     r^, 


on  pourra  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de 


r\y  S29  rtiy  Ss 


qui  seront  alors  exprimées  au  moyen  des  intégrales  de  la  forme 


/sinz        j 


sm" 
2(1  —  cosz) 


De  plus,  la  valeur  de  r^  peut  être  déterminée  immédiatement  par  Tin- 

% 

tégration.  On  a,  en  effet, 


'.=X"î^=i'i')- 


On  pourra  donc  obtenir  plusieurs  équations  de  condition  entre  les 
deux  espèces  d'intégrales  relatives  à  z.  Par  exemple,  si  l'on  retranche 
la  seconde  équation  (/?)  de  la  seconde  équation  {q),  on  trouvera 


col  2  rfz. 


On  trouvera  encore 


1: 
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La  première  des  formules  précédentes  était  déjà  connue  {voir  M.  Le- 
gendre,  Supplément  à  la  première  Partie  du  Calcul  intégral,  p.  /jS).  On 
peut  aussi  la  mettre  sous  la  forme 


0    {sm2)i  ^ 


et  Ton  peut  encore  en  déduire  l'équation  suivante 


I     {diTCCOix)^dx—.  71/(2). 


Corollaire  V.  —  Si  les  fonctions 


P'  et  P' 


s'évanouissent  pour  5  =  00  ,  quel  que  soit  x,  en  faisant  b  —  ^c   dans 
les  équations  (36),  on  aura 


f  P'rfa:  =  o,        f  P"rfx  =  o; 

V  0  ^  0 


et,  par  suite,  en  prenant  les  intégrales  relatives  à  z  entre  les  limites 
3  =  o,  5  =  00  ,  on  trouvera 

U^  pdx-k'  ^  r^Uz-  (    pUz, 
A"=  /     P'  dz-  I    p'  dz. 

•/Q  •■'0 

Si  />  est  une  fonction  paire  de  x,  on  aura/>"—  o,  et,  par  suite,  la 
première  des  équations  précédentes  sera  réduite  à 

'    pdx=        P"d^-hA'. 

0  «^0 

I 

Exemple.  —  Soit 


(sinarj-'i 
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on  aura 


P'  ^  >. 


P    r:zo 


1XZ  sxnx [x- —  z^)  I cosj:  —  i  | 

[ C0S2Xj 

/e2--}-P    25  >  ^22— tf-2-     . 

( cosjr  —  I  )  4-  [x-  —  Z'  ] sinx 


^xz 


I ; cosao:] 


4-  = 
^        (e-  — c--)2       '^ 

Si  d'ailleurs  on  suppose  la  seconde  limite  de  x  plus  petite  que  ?:,  on 
aura  A'=o,  A''=o;  et,  par  suite,  en  admettant  les  valeurs  précé- 
dentes de  P'  et  de  P',  on  aura 

La  dernière  des  équations  précédentes  s'accorde  avec  diverses  for- 
mules trouvées  par  Euler.  Quant  à  la  première,  si  Ton  y  suppose  Tin- 

tégrale  relative  à  x  prise  entre  les  limites  x=  o,  x  =  -y  on  aura 

--^'•(e:^_+-e-zj2' 

et,  par  suite. 


iii) 


r  ,  "^  ^,dz=^  ç  ^j^dx^'Mi^. 


On  peut  vérifier  facilement  ce  dernier  résultat  au  moyen  d'une  inté- 
gration par  série. 

Corollaire  VL  —  Si  les  valeurs  de  P'  et  de  P"  sont  indéterminées* 
pour  certaines  valeurs  de  x  et  de  z  comprises  entre  les  limites  des  inté- 
jçrations,  les  équations  (ii),  (12),  (i3)  et  (1/4)  du  §  Il  (I**  Partie)  de- 


SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  457 

viendront  inexactes.  Mais  on  trouvera  facilement,  par  la  méthode  ci- 
dessus  exposée,  les  corrections  qu'il  faudra,  dans  ce  cas,  leur  faire 
subir. 

Ces  corrections  sont  déterminées  par  la  règle  suivante. 

Soit  S,„  -i-T^yJ—i  ce  que  devient  la  fonction  de  x. 


quand  on  y  remplace  a?  par  œ  -\-  z  y—  i .  Soit,  de  plus,  A',„  la  .valeur  de 


A'  relative  a  l'intégrale 


a'    /,*" 


Jf      "^dxdzy 


a'    -6'        ^' 


et  A'„  la  valeur  de  A''  relative  à  l'intégrale 


/I  I 

dx  dz 


r 


dln, 


Oz 

a'    *^b- 


On  remplacera,  dans  les  équations  (ii),  (12),  (i3J,  (i4)  (I""  Partie), 
l'intégrale 

1    p'  z^^dz     par      /    p'  z^dz  +  k''„^ , 

«.'0  «''0 

et  l'intégrale 

Jf    p''z'"dz     par      /    p"z"'dz  —  A'^, 
0  **  0 

Exemple!.  —  Soit 

T 
p=  — 

Supposons  que  l'on  intègre,  par  rapport  à  x,  entre  les  limites  x  =  o, 
a:  =  00  ,  et,  par  rapport  à  s,  entre  les  limites  5  =  0,  2  =  6<2  7;.  Enfin 
désignons  comme  ci-dessus  par  q,,  l'intégrale 

Jo     ^'-'  " 
Si  l'on  fait  successivement 

m  =  ty     mzzz2,     m  =  3,     ...,     m  =  2/1,     /?i  =  2/n-i, 

OEuvres  </«  C.  —  S.  I ,  t.  1 .  58 
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les  équations  (i  i)  et.(i/{),  après  avoir  été  corrigées,  donneront 


'r 


*  0 

X^^  ros  6  —  I  ,  TT  ,       , ,  _ 


^    e-*^  —  2e*^  cos6  4-  I  2 


— ; x^dxz=  -63  — ^ft«  — 3^2*2  4-^4, 


et,  en  fçénéral, 
4?**^  pin  6 


X 


^      C'-^^  —  '2  éf*'  cos  b  -h  I 

0 


x^^dx 


==    —  I  )"  I  -  62»7 ^^ 1 ^  62/1+1  __  2  nb^n  - 1  ^ 

7.n{n>.n  —  \][*in  —  i] 


X 


.,  b^'^'^qs 

I .a. 3  ^ 

9.  /i  f  2  n  —  I  Ua  n  —  2U01  w  —  31(2/1  —  4) 

1 .2.3.4.5 

e-^  ros  6  —  I 


6^"   -?«4-...  1, 


^     e-  *  —  2  e-*  cos  6  -h  I 


JC2/I-KI  ^j. 


i-f—l)"^»  1-62/1+1 \ -èî^+î—  (2/1  +  1    62«fl.j 

^       '       l  2  2(2/1 4-2)  ^  '       ^ 


f  2  /i  4-  I W.  /i  f  2  /i  —  I  )  ,  ^     . 
+ ^-^^ 6-»g, 

(2  «  -h  I W.  /i  (2  /i  —  I  ^  (2  /?  —  2 1  [2  /i  —  31 


/i  — I .(2/?  — 2i;2/i  — 31  ,^    .  I 

1.2.3.4.5  ^  J 


Si»  au  lieu  de  supposer 


on  eût  supposé 


P^T^r 


P  —  -1- — ' 


on  aurait  obtenu  les  formules  données  par  M.  Legendre  (IV*  Partie  <lrs 
Exercices  de  Calcul  intégral,  p.  10/4). 
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Les  équations  (t^)  déterminent  les  valeurs  des  intégrales 

I     î x^"dx.     I     î x^f^^^dx, 

en  supposant  connues  les  valeurs  de  q^,  y»,  . . .,  c'est-à-dire,  des  inté- 

fçrales 

*  x(tx       r*  x^  dx 


r*  xdx     r 
1  ^^i'  I 


0      -  -       */o 


Xous  avons  donné  plus  haut  les  valeurs  de  ces  dernières.  Mais  on 
pourrait  les  déduire  immédiatement  des  équations  [{^).  En  effet,  si  Ton 
suppose,  dans  ces  dernières,  6  =  r,  on  aura  généralement 


J       -T7. .      ■        X^»dx=0, 


et,  par  suite. 


,^    e^'*^  —2  e-'  cos  b  -+■  1 


t:       - 
o= , 

^  2 

0= h-77--4-2^2  7: 

2  O 


9 


d'où  l'on  conclut,  comme  ci-dessus, 


7:2  T^s 


?2  =  7r'    ?»  — 


-  *  • 


i5 

Exemple  IL  —  Soit 

I 

'^  "~  e*  —  e  •*' 

on  déterminera  facilement,  par  les  méthodes  précédentes,  les  valeurs 
des  intégrales 

58. 
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t»t  celles  des  intégrales  de  la  forme 


I     jp2/n-i        ^ '  dx      I     x''" ■ dx, 

J  e'^^  —  2  cos 2 ^  -f-  e--*^      '   J  e-***  —  2  cos 2 6  -h  c^-^ 


b  étant  <^.  On  trouvera,  par  exemple, 


/       -7 dx  —  7 7;  TT^, 

f      oj:  = 7-  7:'' , 


^_   _^  e/x  par  /^t  on  aura  encore 


^     e^^  —  2  cos  2^4-  e^-^ 


L  T"  1.2.3 

^ ..2.3.4.5 *      »/.-n...J, 

j^    e^-^  —  2  cos  2^  -4-  Éf--*' 

14  1.2.3 

_  2/1(2/1  —  0(2/1  --2^(2/1  —  3] [2/1 —  4) . 2^^_j 

3/  -,  01^  "t~ . .  « 

*4*^ 

Au  reste,  on  déduit  facilement  les  valeurs  des  intégrales  précédentes 
de  diverses  formules  trouvées  par  Ëuler. 

Exemple  III .  —  Soit 

f[x)  '—ax-\-  ftx'  H-  cjr»  -h. .  ., 


I 


)• 
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une  fonction  impaire  et  entière  de  x.  Si  Ton  fait 
1  I 

on  aura 

n ( e^  ~  c-^ )  cos 2  -h  6 1  e^^  —  ff-^-* )  cos 32-4-... 


l 


)" 


[afe^—e--*]  cos2-hA^<?»•^— <;-3-^)  cos32-f...j2  4-[a(e-'_e~.^)  sinz-i-feie'-^— é;-»*)  sm3r-h...J-* 

/?ff>g—  p->g)  sin2  -4-  h\e^^  —  er^^)  sin3s  -f-. . . 

[«>*  —  €;-•*•)  coss-hA^es-^— e-a-^j  cos32-t-...]='-t-[fl(^-^— e  ^)  sins -+-6;e^^— e"»*)  sin3v-i-...  |^ 


// 


A*  ^  o,     ;;   :^ 


i[a  sin 2  -+-  6  sin 32  4- ... ) 


Si,  (le  plus,  on  désigne  par  B'  et  B"  les  corrections  k  faire  aux  se- 
conds membres  des  équations  (rr)  et  (i4)  (I*^*^  Partie),  on  aura,  en 
admettant  les  valeurs  précédentes  de  /?,  P'  et  P", 


0  «-0  -  •  —  ^  Q 

(l'i  ' 

I 

I  f^x^'-dx     =8"-  ^.nzfpx^"-^  dx  +  l"(^"-Of^^»-'>^  .»  r';,:c^« 


L»  ^v  •   •   •   • 


Supposons  maintenant  que  l'on  doive  intégrer,  relativement  à  x, 
entre  les  limites  x  =  o,  m  :=  oo  ,  et  relativement  a  z,  entre  les  limites 
z  =:  O,  S  =  ;^.  On  aura  généralement 


0 


et,  par  suite,  la  première  des  deux  équations  précédentes  se  trouvera 
réduite  à 


« = B'  + /V^*"-'  dx  -  i^»-''^«-^)  (jyrpx--" 


'^  dx  -r-  .  .  .  . 


Si,  dans  cette  dernière,  on  fait  successivement  n=  i,  /i  =  2,  /ir:^  j,  ..., 
on  obtiendra  une  série  d'équations  qui  détermineront  les  valeurs  des 
intégrales 

pxdxy     j     px^dxy     I     px^dx 

0  »  0  «^  o 
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Si,  au  lieu  d'intégrer,  relativement  à  z,  entre  les  limites  s^o, 
z  —  -t  on  intégrait  entre  les  limites  5  =  o,  s  =  -,  ou  même  entre  les 
limites  z  =  o,  z=^  kr.y  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  aurait 

et,  par  suite,  en  foisant  successivement  /i  =  i,  /i  =  2,  w  =  3,  . . .,  dans 
la  première  des  équations  (iv),  on  obtiendrait  encore  les  valeurs  des 
intégrales 

r',,wx.  rp.^d.,  fp^^d., .... 

Pour  que  cette  dernière  méthode  réussisse,  il  n'est  pas  nécessaire  que 
/(x)  soit  une  fonction  impaire  de  x;  il  suflSt  qu'elle  soit  entière  ou 
même  rationnelle.  En  général,  cette  méthode  est  applicable  toutes  les 
Ibis  que,  p  étant  nul  ou  constant,  P"  s'évanouit  pour  certaines  valeurs 
de  :;.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  ces  deux  dernières  conditions  seront 
remplies  si  l'on  donne  à  p  l'une  des  valeurs  suivantes  : 

_  a-h^je'^  -4-  e--^)  4-  y  iV^x^  p-2.r]  _^. .  _ 
_      aje-^—  e--^]  -\-  Sje^-^  —  e-^-^)  -h  . . . 

« 

n  :=z , 

a,  S,  Y,  . . .,  rt,  i^,  c,  . . .  étant  des  constantes  arbitraires.  Il  est  toute- 
fois nécessaire  dé  supposer  que  chacune  de  ces  valeurs  de  p  s'évanouit 
pour  x  =  00  . 

Par  des  raisonnements  semblables  a  ceux  qu'on  vient  de  faire,  on 
prouverait  que  l'équation  (i3)  (I**  Partie)  fournira  les  valeurs  des  inté- 
grales 

0  •A)  *o 
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si  Ton  donne  à/>  la  valeur  suivante  : 

''"■  rt-i-  6te^  +  e~-^J-h  c(e='*^^-+-é?  ^-^j  4-. . .  ' 


VI. 

SECONDE  APPLICATION,   POUR   FAIRE   SUITE  AU  §  HI   DE  LA  PREMIÈRE   PARTIE  (  *  \ 

Considérons  d'abord  les  équations  (i5)  du  §  III  (!'*  Partie).  Si  les 
quantités  P',  P'',  renfermées  dans  ces  équations  sous  le  signe  /  ?  de- 
viennent indéterminées  pour  certaines  valeurs  des  variables  comprises 
entre  les  limites  des  intégrations,  ces  mêmes  équations  seront  inexactes. 
Pour  les  corriger,  il  suffira  d'ajouter  respectivement  aux  premiers 
membres  les  valeurs  de  A'  et  de  A"',  déterminées  par  les  formules  (33), 
(34)  et  (35).  Seulement,  dans  ces  formules,  le  signe  S  ne  devra  s'é- 
tendre qu'aux  valeurs  de  a  et  de  6  pour  lesquelles  les  deux  quantités 

V      a      ^      «^ 

a  a 

se  trouvent  comprises,  la  première,  entre  les  deux  limites  de  .r,  et  la 
seconde,  entre  les  deux  limites  de  z. 

Les  valeurs  de  A'  et  de  A"  étant  déterminées,  comme  on  vient  de  Ir 


(^)  Les  équations  (i5)  et  (ai)  de  la  première  Parlie  étant  corrigées,  comme  il  est  dit  dan; 
ce  paragraphe,  pourront  être  renfermées  dans  les  deux  formules 

i  {ft-^  z  y/ —  I )  /    j[nx  -¥■  xz  ^—  \)  tlx  —  a  l    f[ax)  dx 

sf~\  f  f{tix  -t-  xz  \^~i)fiz  -  (  A'-h  AV^), 


(X) 


X  ^ 

«0 


IV) 


Il     x^"\f[  /•  (  cos  X  -^  v^  —  I  sin  X  )  r  ]  f/x 
^0 


C08//X  —  V  ~"  '  î**'^"^ 


/•« 


r  r*-ï^"-*/(^)  'f'-  -  v-  AV- 1] 
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(lire,  il  suffira,  pour  corriger  les  équations  (i6)  (F*  Partie),  d'ajouter 
respectivement  aux  seconds  membres  de  ces  équations  les  quantités 


Enfin,  pour  corriger  les  deux  équations  (21)  (K*  Partie),  il  suffira 
d'ajouter  au  second  membre  de  la  première 

—  A"  sin/i/r  —  A'  cosn/i 

9 


M 


\'i  au  second  membre  de  l'autre 


—  A"  cos/i/f  -h  A'  sin/iA 


II 


k  désignant  toujours  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  pour  tangente  - 


Exemple,  —  Soit 


I 

p- 


e-^±  i 


Si  l'on  suppose  w  >  i,  on  aura  A'=:  o,  A"=  o;  et,  par  suite,  les  équa 
fions  (21)  (1"^  Partie)  donneront  immédiatement 

f*        .        «•*  cosbx  —  I         j            cos/î/i'        r*  x"'  '  dx 
X"  '  ' , dx  =:^ /      9 

'        i    r*    n^i  e^slnbx  ,    _      s\n nk        r'x^'^dx 

k  étant  ie  plus  petit  arc  dont  la  tangente  soit  égale  à  -• 
Lorsque  n  est  un  nombre  pair,  les  valeurs  des  intégrales 

x"-*dx 


: 


e^zhi 


sont  connues.  On  pourra  donc  obtenir,  dans  le  même  cas,  les  valeurs 
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(les  intégrales 

r*    «   .         ^cos&j:— I  ,  r*    ..   .  e^  sinbx  , 

/     ^       -mz 7. 1 «^>      /     ^"~   -T--r i dr, 

J  e^-^zh^e-^  cosox  -hi  J  fMzt.7,fi^  co'àbx ->r  \ 


VU. 

TROISIÈME  APPLICATION,   POUR   FAIRE   SUITE  AU  §  VI   DE   LA   PREMIÈRE   PARTIE  (*). 

Supposons  que  les  fonctions  Q',  Q",  renfermées  dans  les  équations 
(33)  du  §  VI  {y^  Partie),  deviennent  indéterminées  pour  certaines  va- 
leurs de  a?  et  des  comprises  entre  les  limites  des  intégrations.  Alors 
les  équations  (33)  seront  inexactes.  Déwsignons  à  l'ordinaire  par  A'  et 
A''  les  quantités  qu'il  sera  nécessaire  d'ajouter  aux  premiers  membres 
de  ces  équations  pour  les  rectifier.  Concevons,  pour  plus  de  facilité, 

que  l'équation  -  =  o  n'ait  pas  de  racines  nulles  ni  égales  entre  elles; 

et  soit  a-f-êv—-  i  une  racine  de  cette  même  équation,  6  devant  être 
nul,  lorsque  la  racine  est  réelle.  Si  l'on  détermine  les  valeurs  de  \  et 

(*)  En  corrigeant  les  formules  (33),  (3 {),  (35),  de  la  première  Partie,  comme  il  est  dit 
dans  ce  paragraphe,  et  posant 

f[x)  =  q  COSr-f-  /—  I  q  sinr, 

on  obtiendra  diverses  équations,  desquelles  on  déduira  immédiatement  la  formule  (L),  éten- 
due au  cas  où  la  fonction /(x)  devient  imaginaire.  On  en  déduirait  également  les  formules  (S) 
el  (U),  en  prenant 

q  cosr  =  y  (X)  -p^,     q  smr  =  x(x)  ^^  • 

Si  l'on  suppose  en  particulier  r  =  r/.r,  on  verra  la  formule  (S)  coïncider  avec  Téquation  (52), 

et  la  formule  (U)  avec  Téquation  (53).  Dans  la  même  hypothèse,  si  Ton  fait  q  ^'^ — r» 
la  formule  (L)  deviendra 

^  J_«  M^)  L  F'(5t-+-6/-i)J 

Celte  dernière  peut  remplacer  à  elle  seule  les  équations  (Sa)  et  (53).  Il  est  bon  de  rappeler 
que  chacun  des  termes  indiqués  par  le  signe  S  doit  être  réduit  à  moitié  quand  la  valeur 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t,  I.  ^9 
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(le  [/.  par  les  équations  (i6),  ainsi  que  les  valeurs  de  y  et  Spar  les  équa- 
tions (2G);  si,  de  plus,  Ton  désigne  par 

^a.ô,   /-ta, 6,   ya.6»   ^a,6f 

les  valeurs  de 

h  i^',  y»  5, 

(|ui  correspondent  à  des  valeurs  positives  de  a  et  de  6,  et  que  Ton  rem- 
place, dans  cette  notation,  a  par  zéro,  lorsque  a  devient  nul,  et  6  par 
zéro,  lorsque  6  devient  nul;  enfin,  que  les  valeurs  extrêmes  de  x  et 
de  z  soient  positives,  et  ne  rendent  pas  indéterminées  les  deux  fonc- 
tions Q'  et  Q"  :  on  aura  toujours  [a^  0  =  o»  et,  par  suite, 

(46)  A'  =  [2S(ya,6/Xa,6  —  ôa.gXa.g)  -h  S(yo. 6/^0.6  —  ^o.g^o.s)  —  S(Ôa.oia.o  ]". 

(47)  A"==  [aS(ya.8^a.6 -4- V^F«.6)-+-S(yo. 6^0. 6 -4-^0.6/^0.6)  -+-S(ya.oVo']-. 

le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  positives  de  a  qui  se  trou- 
vent comprises  entre  les  limites  des  intégrales  relatives  à  ^,  et  à  toutes 
les  valeurs  de  €  qui  sont  comprises  entre  les  limites  des  intégrales 
relatives  a  z. 

Si  Téquation  -  =  o  avait  une  racine  nulle,  la  valeur  de  A'  serait  en 

général  infinie.  Mais,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  A"  resterait  finie,  et 


correspondante  d3  6  s'évanouit.  Alors  aussi  Tintégrale  définie  qui  compose  le  premier  membn* 
de  la  formule  (Z)  doit  être  réduite  à  sa  valeur  principale. 
Si,  dans  Féquation  (Z),  on  pose  successivement 

•  rf  (x)  _         /•      •  J(.r)  _        .f 

on  en  tirera  les  formules 

-z fix  =   -c-^\  I        — ; fU  =  -  l'-ar 

J**  rco.iff.r   .  77    .  /**.rsiiu/.r   ,         r 

dont  les  premières  ont  été  données  par  M.  Laplace,  et  les  dernières  par  M.  Bidone,  géomètn* 
italien. 
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serait  donnée  par  l'équation 

{  -4-  S;yo.6^.6  +  ôo.6p.o/>.!  -4-  S;ya.o^x.o)-l-iyo.o>.o.o]::. 

Corollaire    /.    —    Supposons,    comme    dans    les    équations    (38) 
(repartie), 

'  (j:-  =r  r/j:; 

les  équations  (2G)  donneront, 

si  Ton  a  a>>o,  €>»o, 

yx.ô  —  ^'^'^  cosrra,     ôa.6  —  c*^  sinaa; 


;i9) 


si  Ton  a  a  *>  o,  6  —  o, 

yrt,o  --  cosax,     doL,o  =  sina«; 

si  Ton  a  a  =  o,     6>  c», 


Supposons,  de  plus,  que  Q'  et  Q"  s'évanouissent  pour  des  valeurs 
infinies  positives  de  la  variable  :;.  Si  Ton  intègre,  relativement  à  a-, 
entre,  les  limites  x  —  o,x  =  ^,eU  relativement  à  s,  entre  les  limites 
r  =  o,  3  =:  00  ,  la  première  des  équations  (38)  (P  Partie)  deviendra 

l    I     q  cosa:rr/x  =  [?.S(y3t,6/7.3t,6  — da.6^x.6) 
(5o)   \  -^  ... 

H- S;yo.6i^o.6)— S(da,oXa.o)]7:--  /      q"e-*'-dz. 


Si,  au  lieu  d'intéj^rer,  relativement  à  j-,  entre  les  limites  jr  =  o, 
.r- =  ce  ,  on  voulait  intégrer  entre  les  limites  x  ^=^  —  ^,  or  =  o,  on 
trouverait,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  ci-dessus  (§  V), 

l     /       ^  C0Sa:rc/j:--['2S  ;y_gi6/A-at.6  — ô_a,6X_a.6) 

(51)    ^^-*  ,. 

-+-S(yo.6fJio.6;  — S;ô-a,oÀ  a,©)]?: -+-  |      ^''e  "=e/w. 


*  0 
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En  ajoutant  ces  deux  équations,  on  trouvera 

.5i)       I     q  cosax dx  —  [aS (y±x,6jt;±x.6  —  5±a.6>±x.6)  —  S (5±a.o>ctx.o)]-. 

les  valeurs  des  quantités  y,  8  étant  déterminées  par  les  équations  (48/. 
et  le  sijçne  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  positives  nulles  ou  né- 
gatives de  a,  mais  seulement  aux  valeurs  positives  de  6.  Cette  dernim 
équation  est  analogue  à  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus,  §  V, 
11"  (39). 

On  trouvera  de  même 

v')'^)        /      q  sinrtj:rfj:=i['2S(yd:a,6).±a.6  4- ô±x.6i:/±x.6)-l-S;y±ï.o>cbx.o.]-. 

%/ •« 


Si  q  est  une  fonction  paire  de  x,  l'intégrale    /     q  cosajrdr  aura 

pour  valeur  la  moitié  du  second  membre  de  l'équation  (Sa).  De  même, 
la  moitié  du  second  membre  de  l'équation  (53)  donnera,  si  y  est  unr 

fonction  impaire  de  a?,  la  valeur  de  l'intégrale    /    q  sinaxda:. 
Exemple  /.  —  Si  l'on  fait 

l'équation  (Sa)  donnera 

dx—  -e"; 

et  si  l'on  suppose 

X 

l'équation  (53)  donnera 


I 


*  X  s\nax  ,         n 

dx  —-.  ~  e  ". 


,       I  -f-  j:^  1 


Ces  formules  sont  bien  connues. 

P 

En  général,  si  rr  représente  une  fonction  rationnelle   quelconque» 

de  X,  les  formules  (Sa)  et  (53)  fourniront  les  valeurs  des  intégrales 


/•«  p  .•«  p 

/      j-co'èaxdx,     1     jrsinaxdx, 
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sans  que  l'on  soit  obligé  de  décomposer  la  fraction  jr  en  fractions 

simples.  La  méthode  précédente  exige  seulement  que  Ton  détermine 
les  racines  de  l'équation 

Q=rO. 

Exemple  IL  —  Soit 


^       (i  -h  x=*]  sin^jT 

L'équation 

;i  -h  X')  sinftjr  =  o 

se  décomposera  en  deux  autres,  savoir, 

i-\-x^=^o    et  «  sîn6x  =  o. 
La  première  de  celles-ci  donnera 

Par  suite,  la  partie  correspondante  du  second  membre  de  l'équation 
(53)  sera 

e-^ 


A_  ^-b 


e**—  e 


Quant  à  l'équation  sinia?==  o,  elle  donnera 


a  =:  -Î-»      6  =  0, 


k  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif;  et,  par  suite, 

Ainsi  la  partie  du  second  membre  de  l'équation  (53),  qui  correspond 
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AUX  racines  de  Téquation  sinbx  =  o,  sera 


/2a   \  /3rt    \ 

1  cos  (  -T-  t:  I        2  cos  (  -T-  ÎT  ) 


Si  donc  on  fait,  pour  abréger. 


fa    \  lia    \  fia    \ 

cos  I  T  TT  1  COS  (  T-  ÎT  1  COS  I  -T-  TT  1 

71-  ,  71-  71- 


K, 


-^P  '-^4J5  '-^3^ 


on  aura 


L 


sin^.r      (Ix  t:       2  7r„         2  7:^"" 

H 


sin^^  iH-x-       b        b  t:b  —  g~b^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


X 


^\x\nx      dx  TT        t: -,  e"** 

=:  — r  —  T  R  —  TT 


^     sin^j:  I  H- jc^       2&       b  e*  — <f~* 

0 


On  a  d'ailleurs,  en  supposant  a<ib. 


I 


«     _! 


sinflt.r      dx  ne"  —  ^"« 

^     sin  ^x  i  -h  X'       2  e^  —  ^""^  ■ 

0 


on  aura  donc,  dans  la  même  hypothèse, 

''  '  2  \  t^  ~\-  e-^  j' 

D'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  la  valeur  de  R  restera  la  même,  si, 
h  ayant  une  valeur  constante,  le  rapport  y  se  trouve  augmenté  ou  di- 
minué d'un  nombre  pair  quelconque.  Par  suite,  si,  a  étant  >  i,  on 
désigne  par  ^r  la  différence  absolue  qui  existe  entre  le  rapport  ^  et  Ir 
nombre  entier  le  plus  voisin  de  ce  rapport,  on  aura,  en  général. 


2  \  e 


rb  _^  f,-  rb  \ 
t^  —  e   *    / 
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d'où  Ton  conclut 

s'inax      dx  77  C^  -\-  e"'**  —  2  c*^ 


sin6:r  i -h  x^       1  e^  —  e  ^ 

On  obtiendra  de  même  les  valeurs  des  quatre  intégrales  que  nous 
avons  considérées  ci-dessus,  §  V,  corollaire  II,  quel  que  soit  le  rapport 
des   quantités  a  et  b.  Il  est  seulement  nécessaire  d'examiner  si  le 

nombre  entier  le  plus  voisin  de  la  fraction  -7  est  pair  ou  impair,  et  si 

ce  nombre  est  inférieur  ou  supérieur  à  la  fraction  dont  il  s'agit.  Ainsi, 
par  exemple,  si  l'on  suppose  que  ce  nombre  soit  pair  et  inférieur  i\  la 

fraction  —.  ?  en  représentant  la  différence  par  ^r,  on  aura  (  *  ) 


cosax       dx     r  e^'' —  e"^''  -h  'xe-" 

1 


(=) 


J^       cosbx 

1  -h  JC- 

2 

e^  -f-  e  -^ 

/'*    sinnx 

dx 

77 
1 

^^r_|_  ^^r_  ^^~« 

Jq       h'mbx 

e^  —  e~* 

r*    sinax 

dx 
\-^x'- 

77 
2 

eàr  -if-  «    6r_  2g-rt 

J^    X  cosbx 

e^  -4-  é?  ^ 

Ç*  X  Qosax 

dx 

1  -hx^ 

77 
2 

gôr_  />-*/•  H-  1^  -'« 

.1       sin^j: 

£*6  —  ^    ^ 

Si,  dans  ces  diverses  équations,  on  suppose  h  très  petit,  on  aura,  à  1res 
peu  près, 


et,  par  suite, 


i 


rfjc  7: 

cosax .  -^  -  e  ", 

i-\-x^       2 


r*  sin/zjT      dx     77 ,  _^^ 


^^  X  l  -h  X'  2 


ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues. 


(  *)  Les  formules  (z),  ainsi  que  les  équations  [g],  (/i),  . . .,  fournissent  seulement  les  va- 
leurs principales  des  intégrales  qu'elles  renferment. 
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Si  le  nombre  entier  le  plus  voisin  de  la  fraction  -j  était  impair,  au 

lieu  d'être  pair,  il  faudrait,  dans  la  première  et  la  troisième  des  équa- 
tions (s),  changer  le  signe  de  chacune  des  deux  quantités  c**",  c"*'^;  et 

si  le  même  nombre  entier,  au  lieu  d'être  inférieur  à  la  fraction  -7^ 

lui  devenait  supérieur,  il  faudrait  changer  encore,  dans  la  première  el 
la  quatrième  équation,  le  signe  de  ces  deux  quantités.  Par  suite,  il  n'y 
aurait  rien  à  changer  dans  la  première,  si  les  deux  hypothèses  précé- 
(liMites  avaient  lieu  en  même  temps. 

L'analyse  qui  conduit  aux  équations  [z)  fournit  aussi  les  valeurs  des 
quatre  séries  suivantes  (  '  )  : 

sin55  7:       e^*" — e-^"» 


sinO 

sin30 

1  -f-  ni^ 

9  +  m^ 

cos  B 

cos  2  0 

1  -h  m'^ 

4^-m2 

cos  9 
1  H-  ni^ 

I    cos 30 
39-4-  m^ 

1  sin9.0 

-h 


c  I    c 

cos  30  I  TT     e^""  -f-  e-^"^ 


-h  m-  2/71=*       2me'««— e"'« 


% 


1       cos  50  TT  TT  e^m_|-e-ô« 

-h  7:   -, 


H- 


3  sin30  7:  e^'w  —  e-®'» 


On  déduit  facilement  de  ces  quatre  séries  tous  les  théorèmes  connus 

(1)  Les  séries  dont  il  est  ici  question,  et  beaucoup  d'autres,  peuvent  être  données  direc- 
tement à  Faide  de  la  formule  (0).  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  pose 


on  tirera  de  la  formule  (0) 


cf  (.r)  _  cos0.r 

F (.«.')  "~  (m*  -H  X*)  siUTrx 


1/    i  cosO  co<îQi')         cas39  \  r'^-i-r-*"* 

_  I — 1_  . 1-  . , ,  1 ^  o 

ce  qui  s'accorde  avec  Téquation  qu'on  obtient  en  égalant  les  deux  valeurs  de  R. 

Au  reste,  il  est  facile  do  voir  pourquoi  l'analyse  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  §  VII 
nous  a  conduits  à  la  sommation  des  séries  dont  nous  venons  de  parler.  En  effet,  les  for- 
mules (z)  sont  tirées  dos  équations  (Si)  et  (53)  comprises  dans  la  formule  (Z)  ou  (L).  Au 
contraire,  les  formules  {g)  di>-§  IV  ont  été  tirées  de  la  formule  (89)  ou  (N)  ;  et  comme,  pour 
déduire  les  formules  (L),  (N)  l'une  de  l'autre,  il  faut  nécessairement  avoir  égard  à  féqua- 
tion  (0),  il  e.«^t  clair  que  la  comparaison  des  formules  {g)  et  (/<)  devait  nous  ramener  à  la 
considération  des  séries  qui  peuvent  être  sommées  directement  à  l'aide  de  FéquatioD  (0'. 
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sur  la  sommation  des  puissances  réciproques  des  nombres  naturels  et 
des  nombres  impairs. 

Corollaire  IL  —  Désij^nons  toujours  par  A'  et  A"  les  corrections  à 
faire  aux  seconds  membres  des  équations  (38)  (I**  Partie),  dans  le  cas 
où  Q'  et  Q"  deviennent  indéterminées  pour  des  valeurs  des  variables 
comprises  entre  les  limites  des  intégrations.  Concevons,  de  plus,  qu'on 

intègre,  par  rapport  à  x,  entre  les  limites  x  =  o,  a?  =  -»  et,  par  rap- 
port à  s,  entre  les  limites  5  =  0,  z  ^=  zc  .  Les  équations  (38)  devien- 
dront, si  l'on  suppose  a  =  i ,         • 


/       « 


\    \    fj  vosxdx—  I  Q'e^dz—  j     q'^e  ' dz -{-  \', 

5/)  J-^o^  -0  J, 

q  sin:rt/jr—  /  Q'V  ^dz-\-  l     q' e  'dz^-\'\ 

0  t.  0  t'o 

et,  si  Ton  suppose  a  =  j.. 


■551 


/    q  cos2xdx  .-         Q^e^^dz—f     q^ti  ^^  dz -^  \\ 


j    q  sm7.xdx  z,       /     Q' e  '^^  dz -^  j     q' e  '^ulz -r- K" . 

»   0  •'0  *  0 

Dans   ces   équations.    A'  se   trouve   toujours   déterminé   par   la    for- 
mule (/|()),  et  A"  par  les  formules  (/jy)  ou  (18). 

Si  q  est  une  fonction  paire  de  x,  on  aura  7"  =  o;  par  suite,  la  pre- 
mière des  équations  (5/i)  se  trouvera  réduite  à 

r 

fi(>  /     qcosxdx-.i     Q'e^dz-h\\ 

et  la  première  des  équations  (55)  a 

r 

>/  j    q  cos2xdx  —  —  I     Q^c  -^dz  -\-  A'. 

•  0  «  0 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  l.  I.  Go 
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De  même,  si  q  est  une  fonction  impaire  de  x^  on  aura  ^'  =  o;  par 
suite,  la  seconde  des  équations  (54)  se  trouvera  réduite  à 


(58) 


r  q  ^\nxdx=i  j     Q"e-^dz-h\\ 


et  la  seconde  des  équations  (55)  à 

(59)  /    q  sm'2xdx=  j     Q'e-^^rf^  h- A". 

Si,  dans  ces  quatre  dernières  équations,  on  parvient  à  obtenir  les  va- 
leurs des  intégrales  relatives  à  2,  on  en  conclura  celles  des  intégrales 
relatives  a  ^r,  et  réciproquement. 

Exemple  L  —  Soit 

X 


q= 

'        suia: 

Comme  les  limites  des  intégrales  relatives  à  x  sont  o  et  -»  on  devra 
supposer,  dans  Q'  et  Q",  x  =  -•  Cela  posé,  on  trouvera 


7. 


Q-i-Q"v-«  = 


— h  c  \  —  I 
9. 


sni    — h  2  V 
^  2 


---•) 


Q'=    .   ^     .,       r (ï e-' dz  =  n  r   *'  '''^    =J-/(a). 

On  aura  d'ailleurs  A'  =  o;  et  par  suite  l'intégrale  (5G)  deviendra 


1: 


r*     cosx   ,  ,     .,    . 

J^       smx 

('ette  intégrale  a  été  donnée  par  Euler.  Nous  l'avions  déjà  obtenue 
dans  le  §  V,  mais  par  une  méthode  moins  directe.  On  obtiendra  de 
même,  en  général,  la  valeur  de  l'intégrale 

r(a  -4-  8  C0S2X  -+-.y  cos4«'  -4- . .  .^  cosjt 
^^      a  sïwx  ~{- 0  sinix -h  c  siii5x -^  . , .         *' 
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oL,&,y,  . . .,  a,  b,  c,  . . .,  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura,  en 
effet,  en  vertu  de  Téquation  (5G), 


f 


(a  H-  6  cos^.jc  H-  y  cos^-r  -h  . .  .1  cos.r 


,  ,  X  (ix 

^^  « -f- 0  CDS:?.J:  -4- C  C0S4^' -H.  •  . 


H-  e-22)  -4-  y[e^^-^  e-^^]  — . .  .]«-«rf3 


)  —  ^(e^*H-é?-a^)  -i-c(e5^-+-é?-i^^)— .  . . 


On  peut  d'ailleurs  obtenir  facilement  la  valeur  de  cette  dernière  par 


les  méthodes  d'intégration  connues. 


Exemple  IL  —  M.  Poisson  est  parvenu  à  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale 

I       C      sin'ix  , 

'       / X  ax, 

Jo   a-^cosix 

On  peut  déduire  immédiatenfient  cette  intégrale  de  l'équation  (Sq). 

On  obtiendra,  en  général,  par  la  même  équation,  la  valeur  de  l'inté- 
grale 

Jp'fa  H- 6  cos2.r-i- y  cos4^ -+-. .  .1  sîn^a:-      . 
^  a -\- b  C0S1X -i- c  cos\x -i. , ,  ' 

a,  6,  y,  . . .,  a,  i,  c,  . . .,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Dans  les  deux  exemples  précédents,  il  est  nécessaire  de  supposer 
que  la  fonction  q  ne  devient  pas  infinie  lorsqu'après  avoir  remplacé, 

dans  cette  fonction,  x  par  -  dzzyj—  i,  on  suppose  s  =  oc  .  Néanmoins, 

si  le  contraire  avajt  lieu,  on  pourrait  encore  obtenir  les  valeurs  des 
intégrales  relatives  à  a:,  en  substituant  aux  équations  (54)  et  (55)  les 
équations  semblables  qu'on  déduit  des  formules  (38)  (F*  Partie),  en 
supposant  successivement,  dans  ces  dernières,  a  =  3,  a  =  4»  ^  =  5»  •••• 
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DÉVELOPPEMEiNTS  RELATIFS  A  LA  SECONDE  PARTIE 
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PREMIÈRE   QUESTION. 


Déduire  des  formules  obtenues  dans  le  Mémoire  la  valeur  de  l* intégrale 


f 


'  X  sinar  dx 


^,^    a-hcos2x 


Solution.  —  q  étant  une  fonction  impaire  de  x,  et 


0'  ^Q"v-i 

étant  ce  que  devient  q  lorsqu'on  y  substitue  -  -h  s\  —  i  au  lien  de  a\ 
on  a,  par  ia  formule  (Sq)  de  la  seconde  Partie, 


j    q  siwxxdx—  I     Q'e  ^'dz-hV, 

t/o  «0 


Dans  cette  même  formule,  la  valeur  de  A"  est  déterminée  par  l'équa- 


(M  Les  deux  Suppléments  qu'on  va  lire  sont  ceux  dont  il  est  parlé  dans  le  Rapport,  et  ipie 
Tautcur  avait  composés  pour  répondre  aux  observations  faites  par  le  rapporteur.  11  est  essen- 
tiel d'observer  que  plusieurs  des  formules  établies  dans  ces  Suppléments  renferment  des  inté- 
grales défmies  dont  les  valeurs  générales  seraient  indéterminées,  mais  que  l'on  suppose 
réduites  à  leurs  valeurs  principales. 


F-T 
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tion  (47);  ^t  les  valeurs  de  y,  8,  sont  données  par  les  équations  (49], 
dans  lesquelles  on  doit  supposer  a  =  2. 

Pour  appliquer  la  forniule  (69)  à  la  détermination  de  l'intégrale 


•n 


rx  sin2j;       , 
J-. dXf 


eos2j: 

on  fera 


^       F{x)       a~\-  b  00520:' 


et  Ton  aura  par  suite, 


Q'H-Q'V-' 


W.  -\-  z  y/—  I  __        ^  TT  -+-  z  \/— 


I 

9 


«  +  cos(;r-l-2zv/-i)       a_ /f!l±J!Z!!\ 


Q'  = 


r 


2a  —  (e^'^-i-é?-") 

Cela  posé,  si  Ton  fait  e~-"  =  w,  on  trouvera 


udu 


lau  -h  i 


Si  Ton  veut  que  cette  dernière  soit  prise  entre  les  limites  m  =  o,  m  =  i, 
elle  changera  de  signe,  et  l'on  aura,  en  conséquence. 


7     '^  a    /     u'  -  lau 


lau  •+- 1 


i;e  qui  réduit  l'équation  (69)  à 


udu 


lau  -h  I 


Pour  achever  le  calcul,  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas  diffé- 
rents, suivant  que  la  quantité  désignée  par  a  est  inférieure  ou  supé- 
rieure a  l'unité. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  a  <  i  :  le  système  de  valeurs 
de  a  et  de  ê,  pour  lequel  la  valeur  de  a  se  trouvera  comprise  entre  les 
limites  o  et  ^tt,  sera,  en  vertu  du  §  I  (exemple  VII),  déterminé  par  les 
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équations 

(B)  (z  =  l  arccos[—  a],     ê  —  o. 

On  aura,  par  suite, 

fr.y      C^         udu  /**  H  du  ,  ,,  ,       a  cos2a 

Dans  le  même  cas,  la  valeur  de  A"  se  trouvera  réduite  à 

On  a  d'ailleurs,   en  supposant  a  =  2   dans  la  troisième  des   é({ua- 
tions  (49)» 

yx  0  =  C0S2a. 

Enfin,  la   valeur  générale   de  X,   donnée   par  la  première  des   for- 
mules (16),  étant 


>.= 


1  r.î(«  — gy— ')       -î(Q:-hgv/— i)1 


si,  dans  cette  formule,  on  suppose 


et  par  conséquent, 


on  trouvera 


^[x]    X 

F'(x)  2  sin2x 


Aa.o  —  rrTTT  —  ~~ 


On  aura  donc 


F' (a)  2  sinaa 


(D)  A"=—  -  ^  cos9.a 


2     sm2a 

]ela  posé,  si,  dans  la  formule/ A),  on  substitue  pour  A' et  /    -  .-    — "  — 

*  ^    ^  *  J     II-  —  xau  -h  I 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  (C)  et  (D),  on  trouvera 


( 


.E  /      dx  ^~  yl{7.  —  7a] 

Jn    «-+-C0S2:rr  4 
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Second  cas.  —  Supposons  maintenant  a>  i.  Le  système  de  valeurs 
(le  a  et  de  ê,  pour  lequel  la  valeur  de  a  restera  comprise  entre  les 

limites  o  et  -»  sera,  en  vertu  du  §  I  (exemple  VII),  déterminé  par  les 
équations 

F)  OL  —  W.j    6=::  i/(a-i- v'^^^/; 


\  "■  I 


et,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

on  aura 

r*         ntfu  r^  il  (lu  .  ,         é> -^  /     / 

Quant  à  la  valeur  de  A"  donnée  par  Téquation  (/i7),  il  semble,  au  pre- 
mier  abord,  qu'elle  devrait  être  égale  à 

Mais,  comme  la  valeur  ^t:  de  a  est  une  des  limites  de  Tintégration 
relative  a  or,  on  devra  réduire  à  moitié  l'expression  précédente,  et  sup- 
poser, en  conséquence. 

De  plus,  si,  dans  les  équations  (/jc)),  on  remplace  a  par  2,  a  par  ^-, 
et  6  par 

on  trouvera 

ya.6  =  «r-26  cost:  —  — /, 

d:ifjz=z  e-'^  sin?:  —  o. 

Enfin,  on  aura  aussi 


Cela  posé,  la  valeur  de  A"  se  réduira  simplement  a 


1    Lr-fj'^ 
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Si    maintenant    on    substitue,    dans    la    formule    (A),  pour   A"  et 
-73 — >  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (G)  et  (H), 


X 


on  aura 


X 


X  sm?.^ 


a  H-  cos  2 


^c/jr=-|/(2a--2)-i-^/[g-); 


ou,  parce  que  g^  =  a  4-  y^a^  —  i , 


(ï) 


r 


X  sm2x 
a  -i-  cos2:r 


rf-r  =  —  y /(2a  --  2)4-  7/(flf-h  yw-—  »)• 
4  4 


Corollaire  L  —  En  faisant  usage  des  valeurs  de  a  et  de  6  trouvées  * 
dans  le  §  P"*  (exemple  VI),  on  arriverait,  par  une  analyse  entièrement 
semblable  à  celle  qui  précède,  à  la  détermination  de  l'intégrale 


i: 


X  sm  2jr 
a  —  C0S2J; 


dx^ 


1^  dans  le  cas  où  l'on  suppose  a<i,  2**  dans  le  cas  où  Ton  suppose 
a>>  f.  En  joignant  les  valeurs  de  cette  dernière  intégrale  aux  équa- 
tions (E)  et  (I),  on  obtient  les  formules  suivantes, 


/ 


X 


(K) 


1°  pour  a  <  I, 

"S. 

sin2:r          , 

X  dx 

a  —  C0S2X 

^/(2-4-2a), 

sin'>jr           , 

X  dx 

fl-+-  cos2.r 

—  j/(2  —  2/7); 

2^  pour  a  >  I , 

i 


sm2j: 


//  —  cos2:c 


dx  = 


|/(,«  +  :,;_^/(«^^/«2_,), 


r'    si 


sm2j: 


—  X  dx  ^^  — 


\  */o   "  "^  C0S2.r 
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On  peut  vérifier  les  deux  dernières  formules  par  les  méthodes  cou 
nues;  et,  en  effet,  si  l'on  suppose  toujours 


on  aura  /<  i,  et 

sin2.r       •y.fsln'XT 


L 


a  —  cos  ?.  X       ï  H-/-  —  "2/  cos  2x 

-^  o.f  sinax  -h  if^  sin4-2:  -^  2/*  sinGjt*  -i- . .  . , 

sin2jr  9. /*sin2.r 

Il     - 1  •  ' 


rt-f-C0S2JC  I  -+-/- -I-  ?./ C0S2J; 

—  2/  sin2j;  —  2/^  sin4x'  -h  2/^  sinGjr  - 

On  a  d'ailleurs,  en  général,  a  étant  un  nombre  entier /i, 


■   ■   • 


i 


a:  sin  2  olx  dx  =z  zh  4-  t 

4^ 


I*'  signe  4-  devant  être  admis  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair,  <i 
le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé,  les  équations  (L)  condui- 
ront aux  suivantes  : 


/    — ■ —    — jrrfx=  -  M^  —  ^^ -h  V  — •  ••    "  ~'l» -^/  ♦ 
'     rz  — cos2a:  2  V  '  2  3  /       2  * 


I X  dx  ---  -  (  ^  -h  -^  -^^  ^  -h . . ,]  = /i~/   : 

J     a  H-  cos  '2x  2  \  I  2  5  /  2       -    * 


et  comme  on  a,  de  plus, 


il  en  résulte  que  les  équations  (M)  coïncident  parfaitement  avec  l«*s 
deux  dernières  équations  (K),  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
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Corollaire  IL  —  Lorsqu'on  suppose  a  <  i ,  la  fonction  placée  sons 
le  signe  /  ?  dans  l'intégrale 


X 


sin-ijc  , 


^    a~cos2x 


devient  infinie  pour  la  valeur  a  de  ^  déterminée  par  l'équation 

a  —  cos2j;  =  o. 

Mais  alors  l'intégrale  dont  il  s'agit  peut  se  décomposer  en  deux  autres 
de  la  forme 

/siniu          ,         r     siii^.c       fr        \  , 
Il  au,     I v]  f/i' 
rt  — cos:>.M             J  a-hQ0Siv\7,         ) 

prises,  la  première,  entre  les  limites  m  =  o,  w  =  a,  et  la  seconde,  entre 
les  limites  «^  =  o,  i'  =  ^  —  a.  Cela  posé,  si  l'on  fait 

I j,     — =rm, 

77/  77 


on  aura 


smaar  , 

X  dx 

a  —  C0S2JF 

'''  1  f  '^\    •      /  > 

J^    a  — cos2m/  ''       ^  \'^  a -h  coS9.(i  —  m  7 

les  intégrales  relatives  tày  étant  prises,  comme  l'intégrale  relative  à  x, 
entre  les  limites  o  et  -•  On  a  d'ailleurs 

2 

t: 

/'         SU12J:  I  Î7  ,,  ^ 

«  ::r^  COS 2a  =  COS /Il 77,  1      X  (IX -=^  y  II  O.  -h  lO   . 

J     a  —  cos'}.x  I    ' 

Par  suite,  l'équation  précédente  deviendra 

[      J(         ,       .  (i  — w)-/— (i  —  m-    sin-4(i— m)j/ 

1    /      : ■ 1 ^ \  (ly      • 

N.    '  »/«    'COsmTT  —  COS2/WJ'  cosm77-4- cos2(  I  —  w  r  !   ^ 


r-   -J  /'2  H-  2   COSWrl. 

4  ' 
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Si,  dans  cette  dernière,  on  réduit  au  même  dénominateur  les  fractions 

renfermées  sous  le  signe    i  ^  la  somme  de  ces  deux  fractions  ne  sera 

plus  infinie  pour  aucune  valeur  de  v  comprise  entre  les  limites  o  et  -• 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  suppose  m  =  ^,  on  trouvera,  pour  la  somme 
en  question, 

1\1      •'/  cos^ 

et,  par  conséquent,  Téquation  (N)  se  trouvera  réduite  à 


r(î-^)s*='"'" 


Cette  dernière  équation  coïncide  avec  la  formule  connue 


La  transformation  que  Ton  vient  d'appliquer  à  Tintégrale 


r- 


smnx  , 

xdx 


QOSIX 


est  également  applicable  à  la  suivante 

r 

sm2x  , 

xrfr, 

a  -4-  cosax 

dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  i  passe  aussi  par  Tinfini,  lors- 
qu'on suppose  a  <  I.  " 

CoroUaire  III.  —  L'analyse  qui  nous  a  conduits  aux  formules   K   |>eut 
s'étendre  à  toutes  les  intégrales  de  la  forme 


O  f    -r = ; X  sinixdx. 

J    rt -+- o  cosTtx -t-c  cos 4-*' -i-. . . 
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Supposons  toujours,  à  i*ordinaire, 

a -h  6  cosix-\-y  cos^-^H---- 
^ 7 ~q. 

Si  l'on  fait  2x  =  z,q  pourra  représenter  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  C0S5,  et  la  formule  (0)  deviendra 


y   I    Ç^  sinjs  dz. 


4.. 

Ainsi,  ^{x)  et  ¥{x)  désignant  deux  fonctions  entières  de  .r,  un 
pourra  toujours  obtenir  les  intégrales  de  la  forme 


(P)  f 


*  ^(cosz) 

F(C0S2) 


z  sin  zdz. 


et,  par  suite,  celles  de  la  forn^e 


(01  r^(cosz)     z 

^^^  X    F(cosz)  sinî^^' 

En  effet,  pour  déduire  la  formule  (Q)  de  la  formule  (P),  il  suftit  de 
changer  F(cosz)  en  (i  —  cos^s)F(coss). 


SECONDE  QUESTION. 

Comment  l'analyse  gui  conduit  aux  formules  {g)  indique-t-elle  qu'on 
doit  supposer,  dans  ces  formules,  a<^bl 

Solution.  —  Les  équations  {g)  sont  déduites  de  la  formule  plus  gé- 
nérale 
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Mais,  en  vertu  du  théorème  II,  cette  formule  ne  doit  être  employée 
que  dans  le  cas  où  chacune  des  parties  réelle  et  imaginaire  de  la  fonc- 
tion 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  positives  de  :;.  D'ailleurs,  si  ron 
fait,  pour  ahréger, 


.Ti  .r  -+-  z 


'■-  ;^:z.r+p-v_,, 


-f-  (.r  4-  Z  v'—  0 


-^R'  +  R%/-., 


on  trouvera 


1  _L_   r^S -^2  ^/r" 

W  -  -  '  ^^  •*' 2^ R'' — ^  "^ 

~  ;i  -T-x'-^  — 5-* )•-'-+-  \x'^z^'        ~  [i-^x^  —  z^y^-h  {x^z*' 

P  =  Q'  R  -  Q"R",      P'  =z  Q"R'  +  Q'R". 

Knfin,  si  l'on  donne  à  ::  de  très  grandes  valeurs,  les  équations  pircé- 
dentes  se  réduiront  sensiblement  a 


R^-A;^      R"  ""^ 

Z' 


-•'      "    '——ZT-' 


z'^  z^  z^  z-^  ' 

Ainsi,  pour  que  l'équation  (40  ait  lieu,  il  sera  nécessaire  qu'on  ait  à 
la  fois  pour  des  valeurs  infinies  de  z 

Q  O-' 

Si,  pour  obtenir  la  première  des  formules  [g,,  on  suppose 

^  sin//.r 

tf    X    -  -  — : — j —  9 

^  snioa' 
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on  trouvera  • 


y'  +  Q''V-»--4 


Q' 


Q"- 


Lorsque  z  devient  très  considérable,  on  peut,  dans  les  valeurs  précé- 
dentes de  Q'  et  de  0"f  négliger  les  exponentielles  e"^,  e^^,  vis-à-vis 
des  exponentielles  e"^,  e*"",  ce  qui  réduit  les  valeurs  de  Q'  et  de  Q"  à 

Q' ^c^*»  *^^(cosax  cosbx-h  sina^  sinbx], 
Q"— e('»~^*^*(sina:i:  cosftx— cosaj:  sinfcj:\ 

On  a  donc,  par  suite, 

Q'  g(a''b)z 

—  =  -——cos{a-'b)x, 
~—  — —- s\n  [a  —  b]  X . 

Les  seconds  membres  de  ces  dernières  équations  s'évanouissent  évi- 
demment pour  des  valeurs  infinies  de  s,  lorsqu'on  suppose  a  <ib.  On 
peut  donc  alors  faire  usage  de  la  formule  (4i)-  Mais,  si  Ton  suppose 

a  >  6,  alors,  a  —  b  étant  positif,  l'exponentielle  e^"-*^-  croîtra  beau- 

0'    O" 
coup  plus  rapidement  que  z^;  et,  par  suite,  les  valeurs  do  -^^  ^-•» 

devenant  infinies  avec  la  variable  5,  la  formule  (4i)  sera  illusoire. 

Corollaire  I,  —  Si  la  formule  (40  ne  peut  plus  être  employée  dans 

le  cas  où  l'on  suppose  a>6,  cela  tient  à  ce  que,  dans  cette  hypothèse, 

l'exponentielle  a^',  qu'introduit  dans  les  valeurs  de  Q'  et  de  Q'  le 

numérateur  de  la  fraction 

sin^j; 

smoj: 
est  d'un  ordre  plus  élevé  que  l'exponentielle  «''%  introduite  par  le  dé- 
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nominaleur  de  la  même  fraction  ;  en  sorte  que,  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  s,  Q'  et  Q'  sont  de  Tordre  de 


eia-yz^ 


On  remédie  à  cet  inconvénient  en  appliquant  à  Fiotégràle 


X 


smax 


^     sin^x  I  -T-x* 

o 

le  principe  de  la  séparation  des  exponentielles,  comme  nous  Pavons 
fait  dans  le  §  VII  exemple  11^.  En  effet,  la  séparation  dont  il  s*agit  fait 
disparaître  entièrement  du  calcul  l'exponentielle  «*',  pour  ne  consener 
à  sa  place  que  l'exponentielle  ^"^;  et,  par  suite,  les  fonctions  de  -r  et 
de  c,  qui  remplacent  alors  Q'  et  Q',  sont,  pour  de  très  «rrandes  valeurs 
de  2,  de  l'ordre  de 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  ces  fonctions,  divisées  par  z^^  oo  même 
par  une  puissance  quelconque  de  z^  s'évanouissent  non  seulement  dans 
le  cas  où  l'on  a  a  -<  6,  mais  encore  dans  celui  où  l'on  suppose  a  ^  ù. 
Ainsi  la  méthode  fondée  sur  la  séparation  des  exponentielles  est  éga- 
lement applicable  à  toutes  les  hypothèses.  Cette  remarque  conduit 
facilement  à  la  valeur  de  l'intégrale 


X 


sinAx      dar 


^    sin^x  1 


dans  le  cas  où  l'on  suppose  a^b.  Cette  valeur  est  donnée  par  l'équa- 
tion 

r*  sinnx      dx  t:  f^''  4-  p"**" —  a*-"* 


/ 


^.       sin6x  i-T-x-        2  e* — e~^ 


dans  laquelle  ^r  désigne  la  différence  absolue  qui  existe  entre  le  rap- 
port —r  et  le  nombre  entier  le  plus  voisin  de  ce  rapport. 

Quoique  la  fonction  renfermée  sous  le  signe    / 1  dans  le  premier 
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membre  de  inéquation  (R),  passe  en  général  par  Tinfini,  néanmoins 

cette  circonstance  cesse  d'avoir  lieu  dans  le  cas  où  x  est  un  nombnv 

entier.  Alors,  si  Ton  suppose  a  =  kb,  on  aura  r=  o  ou  r  =  i,  suivant 
que  le  nombre  entier  k  sera  pair  ou  impair.  Par  suite,  si  Ton  fait  suc- 
cessivement 

k  =  irrij 

m  étant  un  nombre  entier-quelconque,  l'équation  (R)  donnera  les  deux 
suivantes  : 


X 


s^  ■   • 


X' 


sinzmbx     dx     i  _  ^-2»** 

sxnbx     1-4-x^  e^  —  e*^^ 

sinfam  4- i)6x      dx          7:             .  i  —  e-2"«* 
• r=  -  4-  Tre-* 


On  vérifie   aisément  ces  dernières  équations,  à  l'aide   des  formules 
connues.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  fait  m  =  i,  on  aura 

sinTLmbx       sinibx  , 

— 7— i ==  — : — 7 —  =  2  cosbx, 

suibx  sm^jT 

siniont-h  î]bx       sin3^.r  , 

~—f — ^—  =     .    , —  =  1  +  2  C0S2bx; 

sinbx  sinbx 

rt,  par  suite,  les  équations  (S)  deviendront 


r*       ,         dx  . 


2 

0 


I     î -1- 1  /     cosioa? -  —  -+r.er 


b 


On  déduit  aisément  des  mêmes  équations  la  suivante  : 


(T)  f 


sin(2m -h  OAjt  —  c*  sin^.mfrj:     dx  r 


sin^x  \-\-x'' 

•'  0 


En  général,  quelle  que  soit  la  valeur  entière  ou  fractionnaire  du  rap- 

OEuyres de  C.  —  S.  l,  1. 1.  62 


WO  MÉMOIRE  SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

port  jf  on  aura 


/ 


siii^x  I  -+-  A-       2 


Corollaire  II.  —  La  même  analyse  qui  sert  à  déterminer  la  valeur 

(le  l'intégrale 

r*  sînax     fir 
^^     s'mbx  I  -f-  X- 

donne  la  valeur  de  l'intégrale 

C  sin^r  :f{x^)   , 

i(,r*-)  et  ¥{x-)  désignant  deux  fonctions  entières  quelconques  de  jc\ 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  du  rapport  j:  et  d'abord,  si  l'on 
applique  à  l'intégrale  (V)  la  méthode  du  §  V,  on  obtiendra  sa  valeur 
en  termes  finis  pour  tous  les  cas  où 

De  plus,  si  l'on  fait  usage  de  la  méthode  exposée  dans  le  §  VII,  on 
obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale  dans  tous  les  cas  possibles; 
mais  cette  dernière  valeur  sera  composée  de  deux  parties,  dont  Tune, 
correspondant  aux  racines  de  l'équation 

F[x'^]  =  o, 

K 

renfermera  toujours  un  nombre  fini  de  termes;  et  dont  l'autre,  cor- 
respondant aux  racines  de  Tcquation 

siii6x  =  o, 
sera  équivalente  au  produit  de  -^  par  la  série 


l('^\  i(ill\  i(9^'\ 

A^J.cos(^-Jl)  +  li/llcos(i;^)  _  _AïLleos(^-) 
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La  comparaison  des  valeurs  de  l'inlégrale  (V),  obtenues  par  les  deux 
méthodes  qu'on  vient  de  citer,  fera  connaître  la  valeur  de  la  série  (  W) 
dans  le  cas  où  Ton  suppose  a<6.  Il  est  aisé  d'en  conclure  la  valeur 
de  la  même  série  dans  tous  les  cas  possibles,  attendu  qu'on  peut  tou- 
jours, sans  altérer  cette  valeur,  diminuer  le  rapport  ^  d'un  nombn» 

pair  pris  à  volonté.  Ainsi,  quel  que  soit  le  rapport  t»  on  pourra 

obtenir  en  termes  finis  l'expression  de  la  série  (W)  et  de  l'intégrale  ( Vj 
qui  en  dépend. 

lin  général,  on  peut  déterminer  par  les  méthodes  précédentes  les  va- 


leurs  des  intégrales 

sin/7  r  , 

-T—r—aj 

smbx 

cosar  ^ 

QO^bx 
sin^jr 

X  cosbx 
X  cos/7.r 

# 

1    V[^') 

sin^x 

dx, 


dx; 


et 


les  valeurs  des  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 


^f  (am-i)»?:» 


i)»7rn 

'^  rr(>.n  +  ./^^M^'"L~^ — J' 


f- 


.        \    h'i    I        ,    innr, 
ij" .    .    n  sm 


2/1  H-  I 


m 


h  r 


(h. 


••*^.  •  *•  cvi  r*:\s^'\  ;ru  Ui^ot*',  <-^'it*  ô*^  *^rit«  qui  oui  pour  i*tii*«' 

-  j  *  ^  Il  A    '.'C^-af. 


-j  «Ci'  2«  — ;  A] 


2«  —  J 

I  *  S  «  A  «  riij  II  7  : 


->  ^,  J'^«'i;;ii<ifit  Ufiff  fofj'-tî'jij  ratj«j;jii^ll«*  H  paire  de  la  variable  x;  «*l 
lé'h  4*iti%  quaiitit^i»  A,  %♦  éUnl  des  cunstaoles  ariiitraires.  Ces  iiielb<.Kle> 
«'KÎ^ent  Mrulement  qu'on  deteroiioe  les  racines  de  réquatîoii 


o. 


^^-^ 
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SECOND  SUPPLÉMENT, 


ou 


EXAMEN  DES  DIFFICULTÉS  QUE  PRÉSENTE  LVVÉRIFICATION, 

PAR   LES  MÉTHODES  CONNUES, 

DES   FORMULES    DÉSIGNÉES    PAR    {g)    DANS    LE   MÉMOIRE 
SUR    LES   INTÉGRALES    DÉFINIES. 


OBSERVATIONS 

SUR   LES   FORMULES   DÉSIGNÉES   PAR    [g)    DANS   LE   MÉMOIRE. 

Première  observation.  —  li  est  facile  de  voir  que  ces  formules  coïn- 
cident avec  celles  qu'on  obtient  par  les  méthodes  connues,  dans  \o 
cas  où  Ton  suppose  a  =  o.  De  plus,  comme,  dans  les  équations  {g),  \v 

rapport  r  peut  être  un  nombre  positif  quelconque  plus  petit  que  Tu- 

nité,  il  est  naturel  de  penser  que  ces  équations  doivent  subsister  en- 
core dans  le  cas  où  a  devient  égal  à  b.  On  peut  aisément  vérifier  cette 
induction  à  l'égard  des  trois  premières  formules;  et  d'abord  les  deux 
premières  se  réduisent,  dans  cette  hypothèse,  à 


r 


ce  qui  est  évidemment  exact.  Quant  à  la  troisième,  lorsqu'on  y  sup 
pose  a  =  b,  elle  devient 


'^'  X' 


inngbx      ffr  7:  e^  —  e 


b 


X       i^  x'^     '  2  e*  -^  e^^ 
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On  peut  obtenir  cette  dernière  formule  par  les  méthodes  connues, 
êiinsi  qu'il  suit. 

Considérons  d'abord  l'intégrale 


f 


sin^.Ax  (fx 


y     i  -\-  9r  cos^bx  ■+-  r^  x  i  -h  x^j 


» 


/•  étant  <  I.  On  aura  généralement 

sïnobx  ,  ^    '  aL 
.- =:sinzox  —  r  sm4^<^  H-  f^  smbftjr  — . . . , 


et 


C"^        dx  t: 

J^      X[l   -hX^)  2^ 


Par  suite,  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  sera  représentée  par  la 
série 

!:[  ,_^  26  _;.;,_.  ^-46) +  ;,2(,_e  •*)-...] 


TT  /       I  I  \  TT  e^*  —  I 

2  \i  -h  r       e'-^^-h  r)~~  ^[i  -h  r)  e^^-h  r 


On  aura  donc  enfin 


r__dt__  _ 

y  /      a;[i-^x'^)    1 


sin^.A.r  TT         #>*_^-* 


Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  fait  r=i,  on  retrouvera  la  for- 
mule (6). 

Il  nous  reste  à  considérer  la  dernière  des  formules  [g).  Si,  dans 
cette  formule,  a  devient  égal  à  6,  on  aura 


Sin^x       I  -h  X-  2   6?*  — ér" 

0  » 


Pour  comparer  l'équation  (8)  avec  une  formule  déjà  connue,  faisons 
m  =  I  dans  la  formule  (c)  des  Exercices  de  Calcul  intégral [W^  Partie, 
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p.  124).  Cette  formule  deviendra 

dz  7: 


.( 


«0 
z  coiaz 


^  t-\~  Z'         e-«—  I 


ou,  si  Ton  change  z  en  x,  et  a  en  b, 

,    ,         '  /**  ^  cosft^'      f/.r  7:      9.6  * 

Cette  dernière  équation  ne  parait  nullement  d'accord  avec  la  for- 
mule (S),  et  ces  deux  formules  semblent  s'exclure  réciproquement. 
Mais  la  contradiction  dont  il  s'agit  n'est  qu'apparente,  et  l'on  peut 
même  déduire  la  formule  (?l)  de  l'équation  (s),  ainsi  qu'on  va  le  l'aire 
voir. 

Les  équations  {g)  étant  démontrées  seulement  dans  le  cas  où  Ton  a 
^  <  6,  pour  déduire  de  ces  équations  la  formule  (?>),  on  est  obligé  dr 
supposer  que  6  — -  a  est  une  quantité  positive  très  petite.  Soit  a  la 

■ 

quantité  dont  il  s'agit.  On  aura 

a  =z  b  —  a, 

et  par  suite  l'équation  (55)  deviendra 

X  cos  (  A  —  al  r      d.r  ii  e^  -\-  e  ^ 


sxnbx  i-\-  x'^'     1  e^  —  e  ^ 


Il  s'agit  maintenant  de  vérifier  cette  dernière  équation. 
Comme  on  a  en  général 

cosfft  — «l.r  cos/>.r 


==  cosax-^— ; \-  sinajr, 


sin^j:  sin^jT 

et 


*     .  T  dx  T, 

%\\\oLX "  -e  ^, 


f 


l'intégrale,  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  (^),  pourra 
être  remplacée,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  par 


TT  r*  a:  cos6x      dx 

-e  ^-\-  I     cosaj:  — r 


2  J^  sïnbx     I 


Il 


MMIIIIHi:  Hl'li  IVM  INTÉCÎRALES   llÊFIME- 


H    (liM'i  n>l|p  tliMiilJin*  nK|M(thHitMi,  on  suppose  « 

\\\ \\\\\\\  n  \\V'^  \\\'\\  \\\hh 


pet 


**  ♦'  o«w^  r      /ir 


N^W   \^\\  \  >tNA>     V<N  ^<\|N^NAvuU  A  UvS  jvrnu 


:3    r<»^/a,7        //.t 


^   M.   *"♦ 


sni/'J       t  —  J  - 


*    ^    ^-  ■>    ^^'»•s^^  ^S'iiM.tMH,  lu,  vuit^nutî  ^.  Vmlî*-in:at 


,N^  •  ' 


>»i  • 


■V  l 


•.  >*  :**  I.  *  ."T,      •••tu;  :»i 


%  ^ 


*  *•■  ■  « 


.IMlfVj 


.     N    • 
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Cette  dernière  intégrale,  lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  se  réduit  à 


tang6x  — ; 

X 


et  sa  valeur,  en  vertu  de  la  formule  (c)  déjà  citée,  est  égale  à 


Mais,  comme  on  a  en  général 


cosbx 
et 


sinf6  — aljr  , 

-  =  cosax  tangojr:  —  sinajr, 


X 


sina^t   ,         r 

dx  ^=  -t 

X  'J. 


si  l'on  se  contente  de  supposer  a  très  petit,  l'intégrale  (y))  aura  pour 
valeur 


T.  77 

=Oj 

•2  2 


ainsi  qu'on  peut  le  conclure  directement  du  premier  théorème  énoncé 
dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire. 

Troisième  observation.  —  La  propriété  qu'ont  les  deux  intégrales 

Jf *  or  cos(^  —  a)r      dx  r*  six\{b  —  a]x  dx 

^  sïnbx  i-h.x^'    J^  cosbx      .  x 

d'acquérir  des  valeurs  différentes,  suivant  que  l'on  suppose  a  nul  ou 
très  petit,  ne  tient  nullement  à  cette  circonstance  particulière  que  la 

fonction  sous  le  signe    /  »  dans  chacune  des  intégrales  dont  il  s'agit, 

passe  par  l'infini  entre  les  limites  de  l'intégration.  En  effet,  la  même 
propriété  appartient  aussi  à  d'autres  intégrales  définies  pour  lesquelles 
cette  circonstance  n'a  plus  lieu.  Telles  sont,  par  exemple,  les  deux 
suivantes, 


r — 


OLX    . 

aXj 


f*  X  s\nax  j 
\  -^  x^ 


0  '+^' 


OEuvresdeC, —  S.  1,  t.  I. 
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qui,  pour  de  très  petites  valeurs  de  a,  se  réduisent,  en  vertu  des  mé- 
thodes connues,  à  ->  et  qui  néanmoins  s'évanouissent,  lorsqu'on  y  suj)- 
pose  a  =  o.  Telle  est  encore  l'intégrale 

s\n{«i-hx]x  cos(^  — a^.r 


I  -h  X 


2 


X  rfx, 


qui,  pour  de  très  petites  valeurs  de  a,  se  réduit  à 

et  qui,  pour  une  valeur  nulle  de  a,  est  simplement  égale  à 

Jf  *  sina^  cosflr      ,          i     /**   .              ''^^'^^        r.e-'" 
xax^^-   I     siniax =: — 7 
0           ^-^^^                     ^  Jo                  i-i-x^           4 

Quatrième  observation.  —  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  la  qua- 
trième des  équations  {g)  se  trouve  vérifiée  par  les  méthodes  connues, 
I®  quand  a  =  0;  2**  quand,  a  étant  inférieur  a  b,  la  diiTérence  b  —  a 
est  une  quantité  infiniment  petite.  On  peut  encore  vérifier  la  même 
équation  dans  le  cas  où  l'on  suppose  b  =  2a.  En  effet,  dans  cette  hy- 
pothèse, on  a 

rosT.r I        I 

siii^j:        1  siiu/j: 

et  par  suite  la  quatrième  des  formules  {g)  devient 

X  dx  r 


X 


ç     sinax  i  -^  x^       «?<»  —  e?"** 


ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (/)  des  Exercices  de  Calcul  intégral 
(IV*^  Partie,  p.  i25). 


Cinquième  observation.  —   L'analyse  qui  conduit  aux  formules  [g 
suppose  que  l'on  a  a  <  i;  et  c'est  pour  celte  raison  que  la  quatrième 


X  cosax 

dx 

l-^X'^ 

5 

losax 

dx 

T          TT 

-h  X^ 

(     ' 

-a 

iibx     I 

U*- 

a 

b 
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des  formules  dont  il  s'agit  cesse  d'être  exacte,  lors(^ue  a  —  b  =  o, 
quoiqu'elle  soit  vraie  lorsque  a  —  6  est  une  quantité  très  petite.  Pour 
obtenir  des  résultats  indépendants  du  rapport  des  deux  constantes  a 
et  6,  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  avoir  recours  au  principe  de 
la  séparation  des  exponentielles.  En  appliquant  ce  principe  a  la  déter- 
mination de  l'intégrale 

(^) 

on  trouve 

la  valeur  de  C  étant  déterminée  par  l'équation 


M  c  =  ^, 


Enfin,  lorsque  rest  plus  petit  que  l'unité,  on  a 

,   ,  -    /  sinur  sinajrr  sinSjtr  \  i  <?*'' — tf'"' 

'•+p-     '+V     '-^'-b^ 

Les  trois  équations  (>.),  ((x),  (v)  suffisent  pour  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  (6),  dans  tous  les  cas  possibles,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  a<6;  en  faisant 


.    Ta 
h 

Cil»  .  _                cin 

^         4':='                  f)T:' 

a 

'=1 


dans  l'équation  (v),  on  trouvera 


1     H^  —  P  '^ 

1  e^  —  e  * 


et,  par  suite,  l'équation  (>.)  deviendra 

^  r*  X  cosax      dx      n  e^ -h  e~^ 

''^^  J^    '  sin bx     i  -i-x'^  ~~  2  e^  —  e "^  ' 

ce  qui  s'accorde  avec  la  quatrième  équation  {g). 
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Second  cas.  —  Supposons,  en  second  lieu,  a  =  6,  on  aura 


.    T.ft  .    i7:(t 

—    rr:  O,       Sin  — y- 

6  b 


sin  -,-  =  o,     sin  —y—  =  0,     . . .  ; 


et,  par  suite,  Téquation  ([x)  donnera 
Cela  posé,  Téquation  (X)  deviendra 

ip  /      X  coiox :  =  —j 1\ 


ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (c)  des  Exercicts  de  Calcul  intégral. 
En  général,  si  le  rapport  j  équivaut  à  un  nombre  entier  quelconque. 


on  aura 

Q,osax      dv  T.e*^ 


^    '  I  sinox  I 


j ^  -à 


X-        e^  —  <? 


fi 


Troisième  cas.  —  Soit  a^b,  j  n'étant  pas  un  nombre  entier.  On 
pourra  supposer 


q  étant  un  nombre  entier,  et  /•  une  fraction  plus  petite  que  l'unité.  Cria 
posé,  si  l'on  a 

n 


on  aura  aussi 


sm-^-  --  SHirr,     sm  —y—  =  smarr,     . . ., 


et,  par  suite,  l'équation  (v)  donnera 

^  ~    ?.    f  *  —  f   * 

Au  contraire,  si  l'on  a 


=  iq  —  r 


9 
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on  aura,  par  suite. 


-r- =  —  siriTrr,     sin— r- 
o  0 


sin -7- =  —  siriTrr,     sin  — 7— =  —  sin  2  r  r,     ..., 


et  réquation  (v)  donnera 


C=^ 


2    e*  —  e~* 


On  aura  donc,  dans  le  premier  cas, 

,    .  r*  .r  cos<t.r      d.T  r  oé'-^'h- ^A/-_  ^-6r 


,^^       sin^^     i4-Jt-       2  t^  —  e' ^ 


et  dans  le  second, 


sinbx'     1 -h  .r-        2  e^—e~^ 


La  formule  (t)  est  la  dernière  de  celles  que  nous  avons  désignées, 
dans  le  Mémoire,  par  la  lettre  [z).  Il  nous  reste  à  montrer,  par  quel- 
ques exemples,  que  les  formules  (t)  et  ('j)  s'accordent  avec  celles 
qu'on  peut  trouver  parles  méthodes  connues. 

Exemple  /.  —  Soit  a  =  6  -h  a,  a  étant  une  quantité  très  petite.  On 
trouvera 

fi  et  I         a\- 

T==:l-|--==2—      I , 

b  a  \         rij 

(X 

r  :=  r 

a 

On  aura  donc,  à  très  peu  près. 


f,b  —  ^6  f,b  —  f^    à 


—  I  . 


Cela  posé,  l'équation  (j)  deviendra 

,    ,  r*  Ji'  cos7) -4- a)jc      d.r  v.e-^ 

(?)  /      — 


^Q  siiW^wt  \ -\- x^        f*:)  —  e' 0        2 

On  obtient  la  même  formule  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  deux 
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rquations  connues 

Jr*         ,        X  dx              T.P~^ 
]     colbx — — T  = -T 19 
A 


f 


X  dx        7: 

sin  OLX =  -  5 

\  -\-  x'^        2 


rt  observant  que,  pour  de  très  petites  valeurs  de  a,  on  a,  à  fort  peu 

près, 

..  .  cosfft-halx 

sin^jT 

Exemple  II,  —  Soit  a  =  aè  -f-  a,  a  étant  toujours  une  quantité  très 

petite,  on  trouvera 

a  a 

o  a 

a. 
a 

On  aura  donc,  à  très  peu  près,  r=o.  Cela  posé,  l'équation  (t)  de- 
viendra 

X  cos{9.b  -h  a)x      dx  71^-** 


/. 


X 


^  sin6x  I  H- x^    ~  e^  —  e  b 


On  a,  d'ailleurs,  pour  de  très  petites  valeurs  de  a, 
co^iib  -h  (x^x  I  .   , 

: — i '—  =  -7—7 'X  sinox  —  1  sma:r  cosox, 

suibx  sinbx 

r*                               xdx        t: 
2  sinaT  cos6jr r=  -  (e-(*^«)  —  e  (*-«M  =  o. 

Par  suite,  Téquation  (y)  deviendra 


^       \sinfta-  /  i-hx=*       e^ ^ 


e-^ 


On  vérifie  aisément  cette  dernière  au  moyen  des  formules  connues 

^/^     sin^x  I  -h  jt-       e^  —  e  ^' 


X 


X  9>\nbx  ,         r      . 


jj       I  -h  x^      .         2 
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RESUME. 


Pour  obtenir  la  valeur.de  l'intégrale 


(9) 


X 


X  ç,o%ax     dx 


^\nbx     1 


•  2 


.  a 


considérée  comme  une  fonction  de  a^  il  faut  d'abord  examiner  si  7 

b 


.  n 


est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  Si  t  est  un  nombre  entier,  l'in- 


tégrale (6)  aura  pour  valeur 


T.e 


—a 


e^  —  e^^ 


.  n 


Mais  si  j  est  un  nombre  fractionnaire,  alors,  pour  déterminer  la 

valeur  de  la  même  intégrale,  on  sera  obligé  de  distinguer  diverses 
périodes,  suivant  les  diverses  valeurs  de  a.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on 
suppose 


(l  T   €^  —  fi    '^ 

T  >  o  el  <;  I,  Tinlégrale  [B]  aura  pour  valeur  -  ^ ^) 


a 


->  I  el  <o, 
-  >  -2  el  <  3, 


j>3  el<4, 
I  >  î  el  <  5, 


)) 


)) 


ïi 


» 


2  e*  —  e  ^ 

2  e^  —  e  ^ 


2 


^6  _  g-6 


On  peut  remarquer  ici  que  la  valeur  de  l'intégrale  est  donnée  par  la 
même  formule  dans  les  seconde  et  troisième  périodes,  dans  la  qua- 
trième et  la  cinquième,  dans  la  sixième  et  la  septième,  etc.;  et  l'on 
voit  en  même  temps  que,  si  2/1  représente  un  nombre  entier  pair  quel- 
conque, on  obtiendra  pour  l'intégrale  (Q)  la  même  valeur,  soit  que 
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Ton  suppose 


a 
l 


-  ==p./i, 


soit  que  l'on  suppose 


a 

7-  =:  2/1  Z!=a, 
0 


%  étant  une  quantité  très  petite.  Au  contraire,  si  Ton  désigne  pi 
2n-\-i  un  nombre  impair  quelconque,  les  trois  valeurs  de  l'inti' 
grale  (6),  correspondantes  à 

a  a  n 

0  00 

seront  différentes  Tune  de  l'autre,  et  respectivement  égales  à 

TTC"**  iT        T.e-^  Tze-^  r. 


f^o — ^ -0  2       gb — f^-b       £.»  —  g -à  ^ 


On  peut  vérifier  directement  cette  dernière  conclusion,  ainsi  qu'il  suit. 
Si  l'on  désigne  toujours  par  a  une  quantité  fort  petite,  on  aura,  à 
très  peu  près, 

cosaA=  I, 

et  par  suite, 

/x  cos{a±a)x     dx           Cx  cosax     dx       .    C  >         sintfx    x  dx 
r-; T  =  /   — ^— i î  =t  I  sinax-T—r :;> 
sin^^'           i-hx-*      J      smox     n-x-*      J              sinox  ih-jt- 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  suppose 
n  étant  un  nombre  entier,  on  aura 

X  cosa^r      dx  t.€~^ 


I 


sin^j;     1 -h  X-       e^  —  e'^ 
0 


Cela  posé,  pour  vérifier  les  résultats  trouvés  ci-dessus,  il  suflira  de 
faire  voir  qu'on  a 

sinf  2n  -h  \]bx    X  dr 


I. 


00 
smaJT  .    ,  .  _  '* 

"èAWbx  I  -h  Jt'^  2 

0 
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et,  en  effet,  soit  2/1  -h  i  =  A,  on  aura 

siiif  !2n  4-  i)bx fi'inkbx 

i>inbx  sin^j; 

=  k :;— isinox  2h 1 .,   ,   > sinoxi*  — 

De  plus,  on  a,  en  général, 

lsïnbx]^'"=  ±  -- — -    cosmbx- cosfm  —  i]bx  -h, . , 

on  a  aussi  (a  étant  très  petit). 


1  T.mi'îm  —  il. .  .(m  H- i)  ]  ^ 

2  j .  2 . 3 . . .  /7I 


r*                               X  dx 
sinaJr  cosmia: :==<>» 

sinaj:  cos(/n  —  \]bx 


xdx 

-~  o, 


I  -h  x-         ' 


sinao: =  - 

i-\-x^       2 


Donc 


/     s\ïïax[s\nbx]^^  JUH-  =    ^1'.. .   "'"'  "'" !,'        > 

^  0 


orrfj:  t:      Ti/wf2m  —  il...fm-+-il 

^       14-^'-*       a»'"^^»  1.2. 3... m 


et  par  suite 

sîn(^/i -+- i)6j:    :r  rf.r 


siiiar 


sin6^  i-hJT- 

I       „7rr       ^  k{k^-x)    \_       4-3  A-fA-2_,](A-2_ç),    ,    " 
\  21  I      1.2.3      2^       1.2         1.2.3.4.5         2* 

Si,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (^),  on  fait  successivement 
k=\,  k=  2,  /t  =  3,  . . .,  on  trouvera  qu'il  se  réduit  toujours,  comme 
cela  doit  être,  à 

TT 
2 

OEiwres  de  C,  —  S.  I,  t.  I  ^1 
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On  a  donc,  en  général,  k  étant  un  nombre  impair, 

\  I  1.2."^         2***  1.2  1.2.3.^.5  2  '• 

'''^  j  6.5.4  fr(fr2-i)(/|2-9)(fr2_^5)    i        _,_ 

\  1.2.3  1.2.3.4.5.6.7  2«  ~^     ' 

(]ette  dernière  équation,  à  laquelle  on  est  nécessairement  conduit  par 
l'analyse  précédente,  peut  être  facilement  vérifiée  dans  les  divers  cas 
particuliers;  mais  il  serait  peut-être  difficile  de  la  démontrer  directe- 
ment. 

On  peut  remarquer  que  le  dernier  terme  de  la  série  qui  forme  le 
premier  membre  de  l'équation  (co)  est  égal  au  terme  moyen  du  coeffi- 
cient de  la  puissance  A  —  i  du  binôme.  De  plus,  si  k  est  un  nombre 
premier,  tous  les  termes  de  la  série  en  question,  à  l'exception  du  der- 
nier, seront  divisibles  par  k.  Cela  posé,  il  suit  de  l'équation  (co)  que, 
si  l'on  désigne  par  k  un  nombre  premier  supérieur  à  2,  le  coefficient 
du  terme  moyen,  dans  la  puissance  A  — i  du  binôme,  étant  divisé 
par  k,  donnera  pour  reste  -h  i  ou  —  1 ,  suivant  que  le  nombre  donné  i 
sera  de  la  forme  4^*-+-  »»  ou  4^*  —  '•  Au  surplus,  il  est  facile  de  dé- 
montrer directement  cette  proposition,  et  de  faire  voir  que,  si  k  est  un 
nombre  premier,  les  divers  coefficients  de  la  puissance  k  —  i  du  bi- 
nôme, divisés  par  k,  donneront  alternativement  pour  reste  -h  i  et  —  i. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  on  peut  vérifier  les  for- 
mules {g)  et  (5)  du  Mémoire  par  les  méthodes  connues.  C'est  pourquoi 
je  n'insisterai  pas  davantage  sur  cet  objet. 


FIN  DU  TOME  PREMIER  DE  LA   PREMIÈRE  SÉRIE. 


TABLE  DES  MATIÈRES 


DU  TOME  PREMIER. 


PREMIÈRE   SÉRIE. 


MEMOIRES  EXTRAITS  DES  RECUEILS  DE  L'ACADEMIE  DES  SCIENCES 

DE  L'INSTITUT  DE  FRANCE. 


THÉORIE  DE  LA  PROPAGATION  DES  ONDES  A  LA  SURFACE  DUN  FLUIDE  PESANT 

DUNE  PROFONDEUR  INDÉFINIE. 

(Extrait  des  Mémoirefl  présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Tlnstitul 
do  France  et  imprimés  par*son  ordre.  Sciences  mathématiques  et  physiques.  Tome  I7  1827.) 


Avertisse  Aient 


Page* 


'P  Partie.  -  De  léUt  initial. 

Section  I.   —  Des  équations  qui  déterminent  Fétat  initial  de  la  masse  fluide 8 

Section  IL  —  Des  équations  qui  déterminent  Fétat  initial  de  la  surface 16 

Section  III.  —  Intégration  des  équations  obtenues  dans  les  Sections  précédentes 19 

11"  Partie.  —  Sur  l'état  du  fluide  à  une  époque  qfuelconque  du  mouyement. 

Section  I.    —  Des  équations  qui  subsistent,  à  chaque  instant  du  mouvement,  pour  tous 

les  points  do  la  masse  fluide 33 

Section  II.  —  Des  équations  qui  déterminent,  à  chaque  instant  du  mouvement,  Fétat 

de  la  surface {7 

Section  III.  —  Intégration  des  équations  obtenues  dans  les  Sections  précédentes 5-5 

64. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


III*  Partie.  —  Lois  générales  du  monTemeiit  des  ondes- 

Section  1.   —  Du  cas  où  l'on  no  coDsidère  que  deus  dimensions  dans  un  Quidc. . 
-  Du  cas  où  l'on  considère  â  la  Tois  les  trois  dimensions  du  Quide.. . 


Hotoi. 
Notes  I  à  XX 


HËMOIRB  SUR  LES  INTËGItALES  DÉFINIES. 

yl.u  à  l'inititut  le  ii  aurtt  iSi'(.  —  Kitnit  des  Mcmolrei  preMntéa  par  direri  MTanti  ■  l'AMdcBîr 
royale  dei  Scieners  de  l'Inililul  de  Fnnce  et  iinpriiiiêi  par  iod  ordre.  ScïeDcei  malbénatiqan 
rt  pbjùquei.  Tome  I,  1817.) 


Avertissement 

Retrait  du  procès-verbal  de  la  séance  de  la  Classe  des  Sciences  physiques  et  mathéma- 
tiques du  lundi  7  novembre  1814 

Introduction 


1**  Partie.  —  Des  éqnatioos  qui  autorisent  le  passage  du  réel  à  l'imagiiiaira. 

I.  Exposition  générale  de  la  méthode : . . .  3k> 

II.  Première  application îii( 

III.  Deuxième  applical ion 3i9 

IV.  Troisième  a[^lication 3>7 

V.  Quatrième  applicalion 3>>i 

VI.  De  la  séparation  des  e\ponentielIes %< 


If  Pastie.  —  Sur  les  dittcnltès  que  peut  obir  l'intégration  dei  équations 
différentielles. 

I.  Des  întoirraleâ  doubles  qui  so  prévoient  sius  une  Tonne  indêtenninèe 37* 

II.  Sur  la  différence  des  valeurs  que  reçoit  une  intégrale  double  indêtenninèe.  relaliie 

aux  deux  variables  x  et  i.  suivant  qu'on  y  substitue,  dans  tous  les  éléments  à 

h)  Tois,  les  valeurs  de  x  avant  celles  de  ;.  ou  les  valeurs  de  z  avant  celles  dex.  i*> 

III  Sur  la  conversion  dos  inlé^rale«  indoGnies  en  intégrales  définies {«• 

IV  Sur  k  viik-ur.  en  temwâ  finis,  de  la  quantité  représentée  par  A I-'^ 


L 


TABLE  DES  MATIÈRES.  309 

l*aKt> 

V.  Première  application,  pour  faire  suite  au  §  H  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  iio 

VI.  Deuxième  application,  pour  faire  suite  au  §  III  de  la  première  Partie {(îS 

VU.  Troisième  application,  pour  faire  suite  au  §  VI  de  la  première  Partie »(*»» 

Preihkr  supplément.  —  Développements  relatifs  à  la  seconde  Partie  du  Mémoire  r^ur 

les  intégrales  défmies 477 

Second  supplément.  —  Examen  des  difficultés  que  présente  la  vérification,  par  les 
méthodes  connues,  des  formules  désignées  par  {g)  dans  le  Mémoire  sur  les  inté- 
grales définies 193 

Table  des  matières  du  Tome  premier  de  la  première  Série Î07 


VIS  OB  L\  TABLE   DES  MATIERES  DU  TOME   PREMIER   DE   LA   PREMIERE  SERIE. 


;io.%u  Paris.  <~  Imprimerie  de  Gautbier-Vilurs,  quai  des  Au^stins,  55.    "^ 


— -12^*^  "  ^^^  ^^^^^^-^  • 

>     -               • 

\ 

t 

